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수직선 의미와 지도방안 고찰
“왜 ‘직선’에 ‘실수’를 입히게 되었는가?”에 대한 의문으로부터 연구문
제가 제기되었다. 오랜 시간 많은 수학자들이 논쟁하여 얻은 결과물이
학교수학에서는 당연한 대상으로 여겨지는 경우가 있는데 그 중 하나가
수직선이다. 특히 수직선은 음수를 처음 접하는 학생들을 지도할 때 자
주 사용되는 모델이며, 수의 체계를 확장하는 과정에서 수를 직선에 대
응시키는 활동을 통해 학생들은 실수의 성질을 직관적으로 이해하는데
도움을 주기도 한다.
본 연구에서는 역사발생적 원리에 기반하여 수직선이 갖는 의미를 탐
색하여 학교수학에 효과적으로 수직선을 활용하기 위한 방안을 모색하고
자 하였다. 수학사에서 수의 크기를 선분의 길이에 나타내는 것은 고대
에부터 살펴볼 수 있으나 ‘양’의 개념에서 벗어나 수를 직선에 대응시킨
것은 비교적 최근의 일이었다. 즉, 수학사에서 수직선을 수학적 대상으로
인식하여 ‘정의’되기까지는 오랜 시간이 걸린 것이다. 수학사의 흐름과
유사하게 학교수학에서도 수직선의 형식적 정의보다 실용적 사용이 앞선
다. 본 연구에서는 우리나라 중학교 14종 교과서에 나타난 수직선의 정
의와 활용을 분석하였으며, 학교수학에서는 수직선의 정의보다 활용에
있어 더 많은 비중을 두고 있었다. 학교수학에서 대수와 기하의 만남을
최초로 연결해주는 것이 수직선임에도 불구하고, 이러한 수학적 가치보
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다는 문제를 해결하기 위한 수단에 치중되어 있음을 확인하였다. 이에
기반하여 학생들이 수직선의 ‘정의’를 탐구할 수 있는 설문연구를 진행하
였다. 학생들은 ‘실수’를 나타내는 최적의 모양이 ‘직선’임을 간접적으로
탐구하였으며, 수직선의 수학사적 가치를 인식하였다. 학생들은 ‘정의하
기’를 학습하고 수직선의 모양이 바뀌었을 때 생기는 상황과 관련하여
실수의 성질에 대해 고민해볼 수 있었다. 수직선이 실수의 성질을 시각
적으로 나타낸다는 점에서 이러한 탐구활동은 유의미하며, 나아가 수학
적 개념을 되짚어보는 과정은 완성된 결과가 아닌 ‘과정으로서의 수학’을
실현시킨다는 점에서 그 의의가 있는 것이다.
각각 발전해온 대수와 기하를 연결해주는 수직선은 수학사적 가치가
충분하며, 나아가 학교수학에서는 수의 개념 이해와 문제를 해결하는 과
정에서 활용가치가 높다. 이에 따라 수직선의 지도방안을 모색하여 효과
적인 교수학습을 마련하고자 하였다.
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Ⅰ. 서론
1. 연구의 목적 및 필요성
수직선은 2015 수학과 교육과정에서 중학교 1~3학년 수와 연산의 학
습요소로 명시되어있다. 중학교 1학년 1학기 과정에서 수직선의 정의를
다음과 같이 제시한다.
직선 위에 기준점을 정하고 그 점에 수 0을 대응시킨다. 기준점에서 오른쪽으
로 거리가    ⋯⋯만큼 떨어져 있는 점에 차례대로    ⋯⋯을
대응시키고 왼쪽으로 거리가    ⋯⋯만큼 떨어져 있는 점에 차례대로
   ⋯⋯을 대응시킨다. 이러한 직선을 수직선이라고 한다(이준열 외,
2013)
수직선 개념을 확장하여 중학교 1학년 2학기 과정에서는 좌표평면을,
고등학교에서는 좌표공간을 정의한다.
평면 위에 두 수직선이 각각의 을 나타내는 점에서 수직으로 만나도록 하고
두 수직선이 만나는 점을 라고 하자. 이 때, 가로의 수직선을 축, 세로의 수
직선을 축이라 하고 축과 축을 통틀어 좌표축이라고 한다. 또, 좌표축이 그
려진 평면을 좌표평면이라 하고 두 좌표축이 만나는 점 를 원점이라고 한다
(이준열 외, 2013)
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공간의 한 점 에서 서로 직교하는 세 수직선을 그어 각각 축, 축, 축이
라 하고 점 를 원점이라고 한다. 이때 세 축을 통틀어 좌표축이라 하고 좌표
축이 정해진 공간을 좌표공간이라고 한다. 또 축과 축으로 결정되는 평면을
평면, 축과 축으로 결정되는 평면을 평면, 축과 축으로 결정되는 평
면을 평면이라 하고, 이 세 평면을 통틀어 좌표평면이라고 한다(김창동 외,
2014).
우리나라 교육과정에서 수직선의 형식적 정의는 중학교 1학년에서 학
습하고 있지만, 수직선의 실용적 사용은 초등학교 저학년에서부터 시작
된다(서보억 외, 2013). 박교식(2013)은 중학교 1학년 수준에서 수직선을
다시 정의하더라도, 초등학교 수학에서 수직선을 예시적으로 정의하고
사용하는 것이 필요하다고 하였다.
한편, 2015 수학과 교육과정에서는 중학교 1~3학년 함수의 교수학습
방법 및 유의사항에 “실생활에서 좌표가 사용되는 예를 찾아보고 이를
수직선과 좌표평면 위에 표현해보며, 그 유용성과 편리함을 인식하게 한
다.”를 명시하고 있다. 수직선과 좌표평면은 함수의 대수적 표현을 시각
적으로 제시한다는 점에서 함수가 갖는 성질을 파악하는데 용이하다. 김
남희 외(2011)는 함수의 여러 측면으로 종속성, 그래프, 공식, 행동, 과정,
대응, 순서쌍, 대상을 고려하였다. 특히 그래프는 함수를 표현하는 데 널
리 사용하는 방법으로 증가, 감소, 극값, 최대, 최소, 변곡점 등을 설명할
수 있는 시각적 이미지를 의미한다고 하였다.
뿐만 아니라 수직선은 음수 개념을 설명하기 위해 자주 사용되는 모
델이기도 하다. 음수를 처음 학습할 때 겪는 어려움 중 하나는 수가 ‘크
기’를 나타낸다는 관념에 기인한 것이다. 수직선 모델에서는 ‘크기’외에도
‘방향’이라는 요소가 음수 개념에 포함되어야 한다는 것을 잘 보여준다.
또한 수직선상에서 정수가 배열되는 방식은 ‘순서 구조’를 그대로 유지하
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고 있다는 장점이 있다. 두 정수 사이의 대소 관계는 다른 어떤 모델보
다 수직선 모델에서 가장 명확하게 잘 드러난다(김남희 외, 2011). 실제
로 우리나라의 모든 중학교 1학년 수학 교과서에서는 수직선 모델을 이
용하여 정수의 덧셈을 도입하였으며 뺄셈의 경우는 6종 교과서에서 수직
선 모델을 도입하였다(김익표, 2008).
이처럼 수직선과 좌표평면, 좌표공간은 학교 수학에서 다양한 영역에
활용되고 있다. 수와 연산은 물론 함수, 기하와 증명, 미분과 적분 등 학
교수학의 교수학습에서 자주 등장하지만 수직선에 대한 연구는 부족한
실정이다. 홍진곤·김양권(2015)은 제한된 범위의 수직선 이해 실태 및 활
용, 표기법 등에 그치고 있는 현재 관련 연구와, 수직선 개념에 대한 학
생들의 낮은 이해에 비추어 볼 때, 수 체계의 수학적 모델로서의 수직선
의 활용 가치와 방향을 제시하는 체계적인 연구가 필요하다고 하였다.
또한 서보억 외(2013)는 수직선에 대한 국내 연구는 매우 제한적인 범위
에서 수직선의 이해 실태 및 활용에 대한 연구만 진행되고 있었고, 국외
의 연구에서도 표기법에 대한 구체적 연구는 진행되지 않았다고 하였다.
수직선은 수학사에서 각각 발전해온 대수와 기하의 만남을 보여주는
의미 있는 소재이다. 그러나 학교수학에서는 단순히 수직선의 정의만 제
시하여 도입하고 있으며, 많은 학생들은 수직선의 가치와 의미를 알지
못한 채 하나의 수학적 도구로 학습하고 있다.
이에 본 연구는 역사발생적 원리에 기반하여 수직선이 갖는 의미를
탐구하고 학교수학에서 수직선을 지도하기 위한 방안을 모색하고자 한
다. 수를 나타내는 모양이 왜 ‘직선’이어야 하는지에 대한 질문을 통해
학생들이 스스로 수직선의 의미를 탐구할 수 있는 기회를 제공하고, 수
를 나타내는 모양으로 ‘선택’된 수직선의 유용성을 알아보고자 한다.
- 4 -
2. 연구문제
2000년 이후 국내에서 역사발생적 원리에 기초하여 진행된 연구를 정
리하면 <표 Ⅰ.1>과 같다.
영역(빈도) 세부 내용
수와 연산(16) 음수, 무리수, 지수로그
문자와 식(3) 일차방정식, 이차방정식
함수(11) 함수 개념, 일차함수
기하(8) 삼각형의 외심과 내심, 닮음, 이차곡선, 증명
확률과 통계(4) 확률, 조건부 확률
미분과 적분(18) 극한, 미분, 적분
기타(11) 독서교육, 교과서 재구성
<표 Ⅰ.1> 역사발생적 원리에 따른 국내 연구 동향
지수로그와 미분과 적분에 대한 연구가 가장 활발히 진행되고 있었으
며, 함수는 개념지도에 초점을 맞춘 연구가 많았다. 음수나 무리수를 주
제로 수직선 모델을 도입하여 설명한 연구는 있었으나, 역사발생적 원리
에 따라 수직선을 다루는 국내 연구는 없었다. 이는 수직선을 수학적 대
상이 아닌 수단으로 간주하고 있음을 반영한 결과로 해석할 수 있다.
수직선은 수학사에서 각각 발달해온 대수와 기하를 연결해주는 매개
체이다. 20세기에 이르러 Dedekind 절단(Dedekind cut)으로 실수의 완비
성(Completeness of Real number)이 정립되었고, 완비성 공리는 해석학
의 기초로 현대수학의 기틀을 마련하였다. 한편, 직선은 Euclid 「원론
(Elements)」에서 4번째로 제시되어 있는 정의이며 직선을 정의한다는
것은 곧 기하의 핵심이라고 할 수 있다. 대수의 끝에 있는 실수와, 기하
의 시작인 직선이 만나는 수직선은 수학사에서 아주 의미 있는 결과이지
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만 학교수학에서는 이러한 의미를 간과하여 다루고 있다. 이에 본 연구
의 구체적인 연구 문제는 다음과 같다.
1. 수학사에서 수직선은 어떤 의미를 가지는가?
2. 학교수학에서 수직선은 어떻게 다루어지고 있는가?
3. 효과적인 교수학습을 위해 수직선을 어떻게 지도해야 하는가?
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Ⅱ. 이론적 배경
1. 역사발생적 수학 학습-지도 원리
1.1. 역사발생적 원리란
수학을 어떻게 가르칠 것인지에 대한 논의는 수학을 바라보는 관점에
기반한다. 수학을 형식적인 구조에 관한 것으로 간주하며 수학의 엄밀성
을 강조하였던 형식주의자들은 Euclid의 「원론」과 같이 연역적인 전개
방식으로 교재를 구성하였다. 16세기 Ramus, Arnauld, Clairaut은 「원
론」의 연역적 방법에 대한 비판과 함께 수학의 학습-지도에 있어 대안
을 모색하고자 하였다. 역사발생적 원리는 수학의 발달 과정과 개인의
학습 과정의 유사성에 기반하여 수학사의 발달 과정을 수학 학습-지도
에 반영하려는 시도이다. 이때 수학적 개념의 발생과 개인의 학습 발달
이 연속적으로 이루어진다고 보는 관점을 ‘고전적인 역사발생적 원리’라
하고, 불연속성을 가정하는 관점을 ‘현대적인 역사발생적 원리’라 한다.
역사발생적 원리는 18세기 Clairaut에 의해 교재화되어 이미 제시되었
으나, 19세기 독일의 생물학자인 Haeckel이 제시한 ‘재현의 법칙
(recapitulation law)’과 동일한 것으로 여겨진다. 재현의 법칙은 “개체 발
생은 종족 발생과 유사하다”는 주장으로, ‘고전적인 역사발생적 원리’는
수학사의 순서대로 학습과정을 배열할 것을 강조한다. 민세영(2002)은
학습과정에 있어서 학생보다는 단순히 수학의 역사발생 과정을 중시하여
학습에 재현한다는 측면에서, 고전적인 역사발생적 원리에 대한 비판은
곧 재현의 법칙에 초점을 둔다고 지적하였다.
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재현의 법칙과 결부된 고전적인 역사발생적 원리에 대한 비판과 더불
어 새롭게 제기된 것이 ‘현대적인 역사발생적 원리’이다. 이는 수학의 발
달과 개인의 학습과정이 연속적으로 이루어진다고 보던 관점에서 불연속
적으로 이루어진다고 보는 관점으로 바뀐 것에서 기인하였다. 현대적인
역사발생적 원리는 수학의 역사적 발달 과정과 개인의 학습에 대한 완전
한 평행성을 가정하지 않으며, 불연속적인 비약이 있다고 간주한다. 우정
호·민세영(2002)은 Lakatos의 수리철학, Freudenthal과 Brousseau의 수
학교육학과 관련하여 현대적인 역사발생적 원리를 설명하였다. Lakatos
의 증명과 반박의 논리에 있어서의 반례, Freudenthal의 수학화에 있어
서의 수준의 비약, Brousseau의 인식론적 장애에 대한 설명이 역사 발생
과 개인의 학습 사이의 불연속성을 나타내는 핵심적인 개념인 것이다(민
세영, 2002). 현대적인 역사발생적 원리는 이러한 불연속성을 극복하는
것을 중시하며, 이 때 교사의 역할이 중요하다. Lakatos의 합리적인 재
구성, Freudenthal의 안내된 재발명과 문맥 문제의 구성, Brousseau의
교수학적 상황의 구성은 역사적인 분석에 기초하여 학생들이 수학적 개
념을 잘 학습할 수 있도록 교재를 재구성할 것을 제안한다.
한편, 우정호·민세영(2002)은 역사발생적 수학 학습-지도 원리 8가지
를 다음과 같이 규정하였다.
첫째, 역사발생적 원리는 수학사관을 고려해야 한다. 역사발생에 대한
분석은 수학사에 기초하여 이루어지지만 수학사를 보는 관점에 따라 역
사발생 단계를 여러 측면에서 분석해 볼 수 있다.
둘째, 역사발생적 원리는 수학적 관점의 이해를 중시한다. 역사발생적
원리는 연역적 교재 구성에 반대하며, 수학적 관점의 이해를 강조하며
학습자가 겪는 어려움을 파악하기 위해 역사적 발생 과정의 분석을 강조
한다. 이 때 교육적으로 중요한 것은 단순한 수학의 역사가 아니라 문제,
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개념, 증명의 발생이 중요하고 그 발생의 결정적인 계기가 중요하다.
셋째, 역사발생적 원리는 수학의 역사발생과 개체발생의 평행성을 가
정한다. 역사발생적 원리는 수학의 발달 과정과 개인의 학습과정의 유사
사성을 인정하며 역사발생 과정을 학습과정에 반영하고자 하는 것으로
볼 수 있다.
넷째, 역사발생적 원리는 수학을 발생시킨 문제 문맥을 중시한다. 역
사발생적 원리는 단순히 수학사를 학습과정에 그대로 적용하는 것이 아
닌 역사적 분석을 기초로 하여 학습과정을 구성하는 것이다. 수학적 개
념 발생은 문제 상황과 관련되며 그 개념이 어떤 문제 상황에서 최적의
해답이 되는 상황이 수학 학습-지도에 있어서 매우 중요하다.
다섯째, 역사발생적 원리는 인식론적 장애의 극복 과정을 중시한다.
수학을 학습하는 과정에서 학생들이 범하는 오류에는 수학사에서 볼 수
있는 수학자들의 오류와 비슷한 것들이 많다. 따라서 수학사에 나타나는
오류를 통하여 학생들의 오류를 이해할 수 있고, 학습 과정에 이를 반영
하는 교재 구성에 대한 연구 중요성을 제시한다.
여섯째, 역사발생적 원리는 수학적 지식의 자연스러운 역사적 발생단
계를 중시한다. 역사발생적 학습-지도 원리가 실제 수학 학습-지도에 적
용되기 위해서는 학교수학의 각 내용에 대한 역사적 발달과정을 분석하
고, 이를 통해 수학적 개념의 발생 동기와 발달 단계를 파악하며 발생
순서에 따라 교재를 구성하는 것이 필요하다.
일곱째, 역사발생적 원리는 학교수학에 대한 수학적 분석을 전제로 한
다. 학교 수학에 대한 역사발생적 분석을 위해서는 지도 내용에 대한 수
학적 분석이 요구된다. Freudenthal 역시 수학적 개념을 지도하기 위하
여 개념의 수학적 의미와 역사발생 과정을 분석하여 학습-지도에 관련
된 함의점을 끌어내었다.
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여덟째, 역사발생적 원리는 지도단원의 구성으로 구체화되어야 한다.
교사는 수학적 개념의 역사적 발생에 대한 탐구를 바탕으로 역사적 발생
과정의 중요한 단계와 중요한 아이디어를 확인하고, 수업에서 이를 재구
성하여 제시해야 한다.
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1.2. Freudenthal의 수학 학습-지도 원리
Freudenthal(1991)은 확실성을 추구하는 인간의 정신적 활동이 수학이
라고 하였다(우정호 외, 2008). 상식은 당연한 것으로 여겨지지만 수학은
그럴듯한 근거를 요구하며, 확실성을 추구해야만 하는 것이다.
Freudenthal은 수학을 완성된 결과로 정리된 기성수학과 활동 중의 수학
인 실행수학으로 구분한다. 그는 수학을 ‘완성된 결과’로 보고 이를 전
달하는 것이 아니라, 완성된 결과로서의 수학을 존재하게 한 탐구 활동,
즉 ‘과정으로서의 수학’이 회복될 수 있도록 하는 것이 중요하다고 보았
다(김남희 외, 2011). 그리고 이러한 ‘과정으로서의 수학’이 실현되기 위
해서 수학의 역사를 재고해볼 필요가 있다고 제안하였다.
역사는 우리에게 수학이 어떻게 발명되었는지 가르친다. 나는 학습자가 인류의
학습과정을 반복해야 하는지에 대하여 질문을 하였다. 물론 아니다. 여러 시대
를 거치면서 역사는 막다른 골목을 피하고, 많은 우회로를 단축함으로써 역사
자체를 수정해왔다. 우리는 개인에게 있어서 사고가 어떻게 발달하는지에 대하
여 아는 바가 거의 없다. 그러나 인류의 발전을 보면서 많은 것을 배울 수 있
다. 아이들은 인류의 학습과정을 반복해야 한다. 실제로 일어났던 역사를 반복
해야 하는 것이 아니라, 만약 과거의 사람들이 우리가 지금 알고 있는 것에 대
해 조금 더 알고 있었다면 일어났었을 그런 과정을 반복해야 한다(Freudenthal,
1991).
Freudenthal은 역사적 발생 과정 그대로의 재현이 아니라 학습자를
고려하여 재구성할 것을 제안한다(민세영, 2002). 학습과정에서 중요한
것은 불연속성이며, 그는 불연속성 대신 비약(jump)라는 용어를 자주 사
용한다. 비약에 의해 점진적으로 의식화, 형식화, 추상화되며 이 때 반성
적 사고가 중요하다는 것을 강조한다. 반성적 사고는 교육과정의 계획
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속에서 철저하게 고려되어야 하며 교사에 의해 안내될 수 있다.
Freudenthal은 ‘안내된 재발명(guided reinvention)’이라는 용어를 선택
한 이유에 대해 다음과 같이 설명한다.
조직해야할 교과 내용에 관한 한 나는 ‘발견(discovery)’이라는 용어를 선호한다.
그러나 교수 맥락에서 오래 전부터 선택한 용어는 ‘발명(invention)’이었다. 이는
형식과 내용, 신선한 발견과 조직 모두를 포함하는 것이다. 여기서 발명은 학습
과정의 여러 단계들을 의미하며, 이는 재발명(reinvention)의 ‘재(re)’에 의해 부
연 설명되는 반면, 학습 과정의 수업 환경은 ‘안내된’이라는 형용사에 의해 강조
된다(Freudenthal, 1991).
Freudenthal은 이미 완성된 교과로 가르쳐온 수학교육의 전통에 대해
언급한다. 교사는 학생들에게 정의나 규칙, 알고리즘을 제시하고 학생들
은 그것을 따라간다. 기성수학의 형식적 이론은 정의와 기호로 시작되는
데 Freudenthal은 학생들이 재발명해야 하는 것들의 범위에 정의를 포함
시킨다. 특히 기하학의 재발명과 관련하여 일찍이 우리는 둘러싸고 있는
공간과 입체를 경험하게 되지만, 명칭을 붙이는 것은 경험된 때와 거리
가 멀다는 점을 지적하였다. 예를 들어 그리스인들은 닮음에 대한 일반
적인 단어에 기하학적 의미를 부여함으로써 그 이름을 발명했다. 명명하
는 일이 곧 의식의 첫 번째 단계인 것이다.
덧붙여 그는 Treffers가 제시한 다섯 가지 신조1)를 안내된 재발명의
원리로 직접 언급한다. 그 중 ‘학습 영역의 연결’에 있어 ‘수직선’은 충분
히 장기적이고, 좌표평면으로 확장할 수 있으며 기하판으로 제한할 수도
1) ① 학습자의 현재의 현실 내에서 수평적 수학화에 적절한 학습 상황의 선택,
② 수직적 수학화를 위한 방법과 도구의 제공, ③ 상호 작용 수업
④ 학습자 자신의 산물, ⑤ 학습 영역의 연결
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있다는 점을 지적한다.
본 연구에서는 역사발생적 원리, 특히 Freudenthal의 수학 학습-지도
원리에 따라 수직선의 수학사를 고찰하고 학교수학에서 수직선 의미를
탐구하여 수직선의 지도방안에 대해 모색하고자 한다. 완성된 수학의 산
물로써 수직선의 정의를 제시하는 것이 아니라 적절한 안내를 통해 학생
들이 수직선의 정의를 재발명하고, 수직선의 수학사적 의의와 가치에 대
해 탐구하는 시간을 제공하고자 한다.
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2. 수학사에서 수직선의 의미
Galina Sinkevich(2015)는 그의 논문 “On the History of Number
Line”에서 Stiefel(1544), Galilei(1633), Euler(1748), Lambert(1766),
Bolzano(1830-1834), Meray(1869-1872), Cantor(1872), Dedekind(1872),
Heine(1872), Weierstrass(1861-1885)의 업적을 토대로 수직선의 개념 발
생에 대해 논의한다. 그는 고대부터 존재하였던 실선(solid line)이나 16
세기부터 18세기에 나타난 해석학에서 등장하는 기하학적 선
(geometrical line)과 수직선은 구별되어야 하며, 수직선은 20세기 초에
발생한 추상적 관념이라는 것을 지적한다. 그는 수에 대한 관점 변화를
중심으로 수직선의 의미를 파악하고자 하였다. 즉 수직선의 역사는 수의
역사와 긴밀하게 연결되어 있으며, 수를 어떻게 바라보느냐에 따라 수직
선에 대한 해석도 달라질 수 있다.
2.1. 음수의 역사
일찍이 유럽에서는 음수에 대한 논의가 있었으나 이는 쉽게 받아들여
지지 않았다. 4세기 경 Diophantos의 저서 산학(Arithmetica)에는 다양한
방정식과 그 해법이 소개되고 있지만 음수는 방정식의 해로 인정하지 않
았다.  와 같은 방정식은 ‘불가능한’ 해 를 가지므로 ‘불
합리한’ 것으로 여겼다. 그는 음수를 단순히 계산과정에서 만들어지는 부
산물로 여겼으며, 음의 해는 배제하여 방정식의 해는 자연수 또는 양수
범위에서만 다뤘다(우정호·최병철, 2007).
반면 동양에서는 오래전부터 음수의 존재를 인정하고 있었다. 동양에
서 가장 오래된 수학 고전인 「구장산술2)」에는 음수의 존재를 인정하
며 음수의 셈법과 함께 방정식의 풀이를 제시하고 있다. 「구장산술」은
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총 9권으로 263년 위나라의 유휘가 엮은 것인데, 그 중 8권 ‘방정3)’에서
는 계산하는 과정에서 자연스럽게 음수가 등장한다. 유휘는 정부술과 함
께 양수와 음수의 개념과 연산 법칙을 도입하며 유휘는 정부술의 주해4)
에서 음수 도입의 필요성을 다음과 같이 설명하였다(전영복, 2012).
현재 두 종류의 산대의 득과 실이 서로 상반되어 있으므로 이는 정(正)과 부
(負)로 이름 지어야한다. 정은 빨간 산대로, 부는 검은 산대로 나타낸다. 다른
방법으로는 바로 세운 것은 정, 옆으로 비스듬히 누인 것은 부를 나타내 는 것
으로 구별한다. 또, 이르기를 무릇 정과 부는 이 두 가지 수들에 연산 을 시행
함에 있어서 서로 반대인 것을 나타내는데 사용한다. 덧셈과 뺄셈이 서로 다르
기 때문에, 빨간색과 검정색으로 구분해서 계산한다. (중략) 빨간색과 검정색으
로 방정식의 계수를 표현하기도 한다(沈康身, 1997, p.537 재인용).
유휘는 양수와 음수를 빨간색 산대와 검은색 산대로 또는 산대의 모
양을 다르게 하여 표현하고 있다. 마치 음수 지도에 종종 사용되는 셈돌
모델처럼 양수와 음수를 색으로 구분하여 계산하는 것이다. 뿐만 아니라,
양수와 음수의 덧셈과 뺄셈에 대한 언급도 엿볼 수 있다.
2) 동양 수학서 산경십서 중 하나.
산경십서 : 「주비산경(周髀算經)」, 「구장산술(九章算術)」, 「손자산경(孫子算
經)」, 「해도산경(海島算經)」, 「오조산경(五曹算經)」, 「하후양산경(夏侯陽算
經)」, 「장구건산경(張邱建算經)」, 「오경산술(五經算術)」, 「집고산경(緝古算
經)」, 「철술(綴術)」.
3) 다원 방정식의 문제를 다루는 장으로, 방정술과 정부술을 제시한다. 전영복(2012)
에 의하면 방정술은 선형방정식의 해법에, 정부술은 음수양수의 연산에 대응한다.
4) 「구장산술」은 문제-답-풀이-주해의 순서로 전개되는데, 이 때 ‘주해’는 풀이가




처음 4가지는 뺄셈규칙, 아래 4가지는 덧셈규칙이다. 뺄셈규칙에서는
부호가 같은 두 수 a, b는 서로 빼고(①동명상감), 부호가 다른 두 수는
서로 더한다(②이명상가). 양수가 상대가 없으면 즉 상대가 0이면, 음수
가 되고(③정무부지), 음수가 상대가 없으면 양수가 된다(④부무정지).
덧셈 규칙에서는 두 수의 부호가 다르면 서로 빼고(⑤이명상감), 두 수의
부호가 같으면 서로 더한다(⑥동명상가). 양수가 상대가 없으면 양수이
고(⑦정무부지), 음수가 상대가 없으면 음수가 된다(⑧부무부지).
인도에서도 음수의 존재를 인정하고 있었다. 음수의 의미를 처음으로
설명한 사람은 Brahmagupta인데 그는 이미 7세기 경 양수를 자산으로,
음수를 부채로 설명하였다. 한 마디로 손해가 나거나 모자라는 것을 음
수로, 이익이 나거나 남는 것을 양수로 나타내었다. 인도의 수학은 아랍
으로 전해졌고 음수와 그 계산법 역시 알려졌지만 아랍인들은 음수를 거
부하였다. al-Khwarizmi는 음의 계수를 피하기 위하여 Diophantos가 5
가지로 분류한 전통을 따랐다(Kline, 1972). al- Khwarizmi의 저서는 유
럽에 소개되었고 15세기 Nicolas Chuquet, 16세기 Stifel에 의하여 음수
는 엉터리 수로 불리어졌다. 서양에서 음의 근이 존재한다는 것은 16세
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기가 되어서야 이탈리아의 수학자 Cardano에 의해 인식하기 시작하였으
나 결국 불가능한 해로 결론을 내렸다.
음수를 수학적 대상으로 다루기 시작하면서 수직선도 짜임새를 갖추
게 되었다. 그리고 이러한 구조를 제일 먼저 구체화시킨 수학자가 바로
Descartes다. 어렸을 때부터 몸이 약한 Descartes가 침대에 누워 날아다
니던 파리 한 마리를 관찰하다 파리의 위치를 표시하는 과정에서 ‘좌표’
라는 발상을 하게 된다는 유명한 일화가 있다. 점을 좌표로 표시하는 방
법은 그리스 시대에도 있었으나 당시엔 음수의 개념이 없이 양수만으로
나타내었다. Descartes는 인도인들이 고안한 음수의 개념을 이용하여 양
수와 음수가 모두 표시된 좌표를 만들어낸 것이다. 이후 ‘직교좌표계
(rectangular coordinate system)’는 그의 이름을 따 ‘데카르트 좌표계
(Cartesian coordinate system)’로 불리기도 한다. 좌표계는 수학을 대수
또는 기하의 각각의 영역으로 분리하지 않고 통일적인 입장에서 관찰하
고 연구하는 근대적인 수학관을 제시하였다는데서 가장 큰 의의를 둘 수
있다(김화영, 2005). Descartes는 대수학과 기하학을 연결시킨 해석 기하
학의 창시자가 된 것이다. 다시 말해, 직선이나 곡선을 식으로 나타내거
나 또는 식을 직선이나 곡선으로 표현할 수 있도록 한 것이 Descartes의
가장 큰 업적이라고 할 수 있겠다. 역사적으로 수직선의 출현보다 좌표
평면의 출현이 더 빨랐으며, 서보억 외(2013)는 수직선과 좌표평면을 따
로 분리해서 살펴보는 것보다 함께 고찰하는 것이 더 의미가 있다고 지
적하였다.
Descartes의 참신한 제안은 「방법서설(Discours de la méhode)」의
세 번째 부록인 「기하학(La Geometrie)」에 구현되어 있다.
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[그림 Ⅱ.2] Descartes가 제안한 평면좌표
기하학을 대수적으로 처리하여 기하학이 만들어내는 방정식과 비례식
들이 좌표평면 위에 그려지고 이는 함수로 확장되었다(김정희, 2013). 덧
붙여 현재 우리가 미지수를 나타낼 때 사용하는   라든지    등의
기호와 점을 표현할 때 사용하는    등의 기호도 일치함을 확인할
수 있다. 세계 최초의 좌표평면의 모습은 현재 우리가 가장 먼저 배우는
좌표평면처럼 두 축이 직교한다는 점이 일치하지만 축의 이름과 화살표
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표기가 없다는 점이 두드러지는 차이점이다. 이에 서보억 외(2013)는 초
기의 좌표평면이 화살표 표기가 없다는 점을 지적하며, 이는 수가 ‘크기’
와 밀접한 관련성을 지니고 있기 때문이라고 하였다. Euclid 원론에서
수는 선분으로 표현되었고, 이러한 오랜 전통의 결과 화살표가 없는 직
선 위에 수를 대응시키는 모습으로 나타난 것이다. 즉, 방향의 문제는 전
혀 고려대상이 아니었던 것이다.
또한 음수의 개념이 완전히 들어나 있지 않는다는 점도 주목할 만하
다. 문헌마다 차이를 보이기는 하나, 서양에서 음수를 완전히 받아들이는
시기를 대개 1800년대 이후로 추정하고 있다. 「방법서설」이 1637년에
발간되었다는 점을 고려한다면, 서양에서는 여전히 음수의 존재를 인정
하지 않는 분위기였고 Descartes 역시 음수를 완전히 받아들였다고 보기
는 힘들다.
종종 몇 개의 근은 거짓이거나, 보다 작기도 하다. 그러므로 만약 가 보다
부족한 양을 표현한다면, 우리는  에  을 곱해서
개의 근을 갖는    을 얻게 된다. (중략) 우리는
어떠한 방정식이 가질 수 있는 참근과 거짓근의 개수에 관해서 다음과 같이 구
할 수 있다. 어떤 방정식은 방정식 내에 포함된 연속된 항에서 +에서 -로 또는
-에서 +로의 부호변화와 횟수만큼 참근을 가지고, 연속된 항에서 두 개의 같은
부호(두개의 +부호 또는 두 개의 -부호)가 나타나는 횟수만큼 거짓근을 갖는다
(Arcavi, 1985, Worksheet: Descartes, p.5, 재인용).
이에 최병철(2006)은 Descartes가 방정식의 풀이에서 나온 음의 근을
양적인 측면에서 ‘거짓근’이라고 불렀으나, 방정식의 근의 연구에서 등장
하는 음수를 부정하지 않았다는 점을 지적하였다. 이는 인류가 오래 전
부터 음수를 빚이나 부채로 이해하는 상대적인 수5)에서 형식적인 수로
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이해하려는 시도로 해석할 수 있다. Descartes는 음수의 대수적인 측면
을 보지는 못했으나 단지 거짓근으로서 방정식에서 나타나는 수로 여긴
것이다.
19세기 초, 음수 체계의 확립은 Hankel에 의해 이루어졌다. Hankel은
음수가 어떤 구체적이고 실제적인 것을 나타낸다는 관점을 버리고 형식
적인 구조만으로 음수를 이해하였으며, 음수를 설명하는 구체적인 모델
을 더 이상 찾지 않았다(김남희 외, 2011). 그는 양수 체계를 구성하는
여러 가지의 원리들이 그대로 유지되도록 하면서 음수 체계를 확장하였
고, 이렇게 얻은 음수의 구조가 대수적으로 모순이 없다는 것만을 보였
다. 비로소 음수는 구체적인 모델과 독립된 수학적 개념으로서 지위를
인정받을 수 있게 되었다. 방정식 풀이의 일반성을 확보하려는 필요성에
의해 발생한 음수 개념이 기본 아이디어에서 출발하여 존재성에 대한 결
론을 얻기까지는 천여 년의 세월이 걸린 것이다. 최병철·우정호(2002)는
음수 개념에 대한 이해가 형식화에 의해서 인식되는 것이 아니라 형식화
된 과정, 다시 말해 역사적, 발생적 과정을 포괄하는 모든 과정과 그 결
과에 의해 최종적으로 이해되는 것이라고 하였다.
5) 상대적인 수로 음수를 이해하는 것은 음수가 가지는 내재적 질서의 일부를 이해
하는 것에 지나지 않는다(최병철, 2006). 상대적인 수의 개념으로는 음수의 개념
을 설명할 수 없으며 이는 ‘음수는 양적인 문맥에서 상대적인 수’라는 인식론적
장애로 작용하게 된다.
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2.2. 음수에 관한 논쟁
‘양(quantities)’과 관련지어 음수와 음수의 연산을 다루려는 시도에서
많은 논쟁이 있었다. 특히 음수의 곱셈과 나눗셈과 관련하여 Albrecht
Heeffer(2011)는 두 가지 관점에서 여러 수학자들의 주장과 근거를 제시
하였다. 첫 번째 관점은 음수를 무(無)보다 작은 수(Numbers Smaller
Than Nothing)로 보는 것으로, 이와 관련된 수학자들의 설명으로는 다
음과 같다.
유럽에서 음수와 음수의 곱이 양수임을 증명하려는 시도는 1344년
Dardi에 의해 이루어졌다. 그는 이항식에 잘 알려진 연산6)을 통해 다음
과 같이 설명하였다.
×  이므로  × 는 여야 한다. 그런데
 ×       × 이므로  ×  는 반드시
가 되어야 한다.
이와 관련하여 1545년에 Cardano는 Dardi의 증명을 기하학적으로 해
석하였다. 그는 사각형의 넓이를 이용하여 Dardi의 증명을 설명하였다.
[그림Ⅱ.3]에서 가장 큰 정사각형()의 넓이에서 두 직사각형(대각선
이 인 직사각형과 대각선이 인 사각형)의 넓이를 뺀 다음 두 직사각
형이 겹치는 부분을 더해주면 정사각형(대각선이 인 정사각형)의 넓이
를 구할 수 있다. 이를 수식으로 표현하면
××× 가 된다. Cardano는 가 와
의 곱셈의 결과가 아니라 해당 부분의 정사각형을 중복하여 뺐기 때
문에 더 더해야 하는 넓이라는 것을 지적한다.
6) 현대 용어에서 이러한 증명이 대수의 분배법칙에 기반한다고 할 수 있다.
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[그림 Ⅱ.3] Cardano의 주장
그는 Euclid의 원론을 언급하며 다음과 같이 결론내린다.
음수와 음수를 곱하면 양수가 된다고 주장하는 사람들의 공통적인 실수를 보
여준다. 참으로 음수와 음수의 곱이 양수가 된다는 것은 양수와 양수의 곱이 음
수가 된다는 것이 옳다고 하는 것이다(Cardano, 1663).
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Cardano는 위의 언급이 순수하게 기하를 다루며, 대수적 관점에서 선
험적이지 않다는 것을 지적하였다.
Antoine Arnauld(1667)는 그의 저서 「Geometry」에서 양과 비율에
대한 기본적 직관에 어긋나는 예시를 제시하였다. 임의의 자연수 에 대
하여 에 대한 의 비(

)는 에 대한 의 비(

)보
다 항상 크다. 즉, 작은 수에 대한 큰 수의 비는 큰 수에 대한 작은 수의





는 대수적으로 옳지 않다. 이에 프랑스 수학자 Prestet은 양은 양수일 때
만 다룰 수 있고, 음수는 단지 작은 양에서 큰 양을 뺐을 때 나오는 결
과를 의미하는 것이라고 하였다. 따라서 기하학적 비율을 다룰 때는 모
든 기호를 무시해야 한다고 하였다.
Leibniz는 음수와 관련된 연산은 허수를 다룰 때처럼 기호적 계산에
국한하여 다뤄야 한다고 서술하였다. 그는 양수를 음수로 나눌 때 그 결
과는 음수이며, 음수를 양수로 나눌 때 역시 그 결과는 음수임을 명시하
였다. 이는 16세기 Viète의 기호적 대수7)에 대한 의미를 구체화한 것이
라 볼 수 있다.
한편, Heeffer(2011)가 제시한 음수와 대한 관점 중 두 번째는 음수를
무한보다 큰 것(Larger than Infinity)으로 여기는 것이다. 정확히는 양수
를 음수로 나누었을 때의 결과를 무한보다 큰 것으로 간주하는 입장이
7) 대수의 발달 단계는 기호와 문자 사용을 중심으로 언어적 대수, 생략적 대수,
기호적 대수의 세 단계로 구분된다(김남희 외, 2011). Viète에 의해 기호적 대수
단계가 시작되면서 문자는 미지의 양뿐만 아니라 주어진 양까지도 나타내는 데
사용하게 되었다(Kieran, 1992; 재인용).
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다.
Wallis는 1656년에 출간된 그의 저서 「Arithmetica Infinitorum」에서
양수를 음수로 나누는 것은 무한보다 크다고 하였다. 그는 분수수열 

에 대해 양수 값이 커지면 

는 점점 0에 가까워지며, 가 0에 가까워
지면 

는 무한이 되므로 가 0보다 작은 음수가 될 경우 

는 무한보
다 커질 것이라고 설명하였다. 즉 음수에 대한 양수의 비는 ‘rationem
plusquam infinitam’, 무한보다 큰 비라고 지적하였다.
[그림 Ⅱ.4] Wallis의 주장
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Euler(1746) 역시 발산하는 수열을 통해 Wallis와 같은 결론을 내렸음
을 그의 저서 「De seriebus divergentibus」에서 확인할 수 있다. Euler
는 1713년 Leibniz가 제시한 

⋯에 기초하여,  를
대입하면 

⋯가 되고 이는 음수에 대한 양수의 비가

















⋯에 대해, 앞의 네 항은 점점
커지다가 무한이 되며 분모가 음수가 되는 순간 이 분수는 무한보다 커
진다는 사실을 제시하였다.
Kline(1980)은 이러한 Euler의 기술에 대해 ‘Euler는 음수를 무한보다
크다고 주장했다’고 반복하여 기재하였다. 이에 Albrecht Heeffer(2011)은
Kline이 Euler의 기술을 오해(misunderstanding)했다고 평가하며 1983년
에 게재된 Kline의 기사 일부 ‘ ⋯’를 인용하였다. 좌변
에 

로 표현한 Euler와 달리 Kline은 로 기술하였으며 이는 양수
를 음수로 나눈 결과가 음수라는 것을 당연하게 받아들인 결과라는 것이
다.
d'Alembert는 그의 저서 「Encyclopédie」에서 음수(négatif)에 대해
다음과 같이 기술하였다
음의 양은 마이너스 기호에 의해 영향을 받으며 이는 여러 수학자들에 의해 0
보다 작은 것으로 고려되어왔다. 이러한 생각은 잘못되었으며 재고해볼 것이다
(Diderot D., & le Rong d'Alembert., 1765).
그는 어느 정도 Wallis와 Euler의 주장에 기초하였으며, 음수가 0보다
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작다는 것은 당연한 것이 아니라는 것을 지적하였다.  에 대해 
의 값은 양수에서 0을 지나 음수가 된다. 그러나  

의 경우는
 가 될 때,   이다. Wallis와 Euler와는 대조적으로 d'Alembert는
 

가 음수이지만 ∞를 넘어서는 음수가 될 것이라고 하였다. 그는
음수가 항상 0보다 작다는 것은 잘못된 것이라고 결론지었다.
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2.3. 실수의 완비성
음수가 수 체계의 일부로 받아들이기까지 많은 시간이 걸린 것처럼
무리수 역시 오랜 논쟁 끝에 받아들여졌다. 피타고라스학파는 ‘모든 크기
들은 같은 표준으로 재어질 수 있다’는 이른바 통약가능성에 주목하여
수를 다루었는데, 무리수의 발견은 이에 어긋나는 것이었다. ‘logos’는 그
리스어로 두 정수의 비를 뜻하며, 이는 ‘말’ 또는 ‘말하다’는 의미를 담고
있다. 이와 반대되는 뜻으로 무리수는 그리스어로 ‘alogos’라는 용어를
사용하여, ‘비가 아님’ 또는 ‘말할 수 없음’을 담고 있다. 그리스 수학에서
기하학적으로 무리수에 대한 발견은 있었지만 이를 엄밀하게 정의하거나
받아들이고 있지는 않았음을 알 수 있다.
무리수에 대한 아이디어는 16세기 말, Stevin이 소수를 정의한 후 나
타났다고 볼 수 있다. 소수 표현은 이산량과 연속량을 동시에 다룰 수
있었기 때문에 순환하지 않는 무한소수의 존재를 인식할 수 있게 된 것
이다. 소수를 고찰함으로써 무리수의 일반적인 개념이 세워졌고 자동적
으로 소수의 확장이 이루어졌다(Merenluoto & Lehtinen, 2002, 재인용).
고대 그리스 수학에서 볼 수 있듯, 수학은 산술과 기하로 분리되어 각각
이산량과 연속량을 다루어왔다. Stevin 이전까지 ‘수’는 이산량을 다루는
‘산술’에서 다루어졌으며, 크기를 갖는 연속체는 기하학에서 다루어졌다
고 볼 수 있다(변희현·박선용, 2002). 오랫동안 이산적인 양으로서 받아
들여진 수 관념은 음수와 무리수와 같은 수 개념 발달에 장애가 되었다.
넓이가 2인 정사각형의 한 변의 길이를 다루는 것처럼 무리수는 기하학
의 대상에 불과하였지만 소수의 발견은 통약불가능한 양의 측정으로 이
어졌고 무리수는 하나의 수로 이해될 수 있었다.
17세기에 이르러 해석학의 발달에 따라 Weierstrass, Cantor,
Dedekind 등의 연구로 수는 양의 개념에서 완전히 독립될 수 있었으며
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동시에 무리수 이론이 정립되었다. 특히 Dedekind는 미적분학을 기하적
방법이 아닌 산술적으로 재개념화 하는 것이 동기가 되어 유리수를 사용
하여 무리수를 설명하였다. 그는 연속성은 어떻게 산술적으로 이해될 수
있는가에 대한 해답을 실수개념에 있다고 믿었다(Lakoff & Núñez,
2000). 수직선은 연속적이지만 수 집합은 이산적이기에, 수직선과 수 집
합의 일대일 대응이 되기 위해서는 수 또한 연속적이어야 한다는 것이
다. 이에 Kline(1972)은 다음과 같이 설명한다.
모든 유리수와 무리수에 대하여 대응하는 점이 존재하고 역으로, 수직선 위에
있는 모든 점에 대해 그것의 좌표로서 대응하는 유리수와 무리수가 존재한다.
그런 기본적인 원칙은 논리적으로 연역적으로 설명되는 반면, 그것 자체로는 논
리적으로 증명될 수 없다는 것으로 공리라고 부를 수 있다. 그러한 공리는 직관
적으로 분명하게 나타날 것이고 다소 각자의 능력에 따라 임의적인 관습으로
받아들여질 것이다. 실수에서 수직선의 점으로의 일대일 대응과 관련한 이러한
공리는 Cantor가 처음으로 공식화하여서 보통 Cantor 공리라고 부른다.(Kline,
1972).
실수는 연속적이며 ‘틈’이 없다는 사실을 Dedekind는 Dedekind의 절
단(Dedekind cut)으로 설명하였다. Dedekind의 이론의 핵심은 그의 저서
‘연속과 무리수(Stetigkeit und irrationale Zahlen)’8)에서 알 수 있다.
유리수체와 직선을 비교하면 유리수체에 틈이 존재한다는 사실을 알게 된다.
반면에 직선은 아무런 틈이 없이 매끈하게 연결되어 있다. 과연 연속성의 본질
은 무엇인가? 이 질문에 대한 답변이 무엇이냐에 따라 모든 것이 결정된다. 그
리고 그 답변에 의해 연속체 연구의 과학적 토대가 마련된다. 극미한 부분에서
8) 심재관 역(2007) ‘과학의 언어 수’ p.214-p.215에서 인용하였다.
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도 연결이 끊어지지 않고 이어져 있는 것이 연속체라는 모호한 답변으로는 아
무런 도움이 되지 않는다. 문제는 합당한 연역의 발판이 될 수 있도록 연속의
정확한 특성을 지시해내는 일이다. (중략) 앞 절에서 직선 위의 점은 직선을 두
부분으로 나누는데 여기서 한 쪽 부분에 속하는 점은 항상 다른 쪽 부분에 속
하는 점의 왼쪽에 위치하게 된다는 사실을 언급했다. 바로 이 명제의 역에서 나
는 연속의 본질을 규정하는 원리를 찾아냈다. 그 원리란 다음과 같다. “직선 위
의 모든 점들을 두 집합으로 나누되 첫 번째 집합에 속하는 점은 항상 두 번째
집합에 속하는 점의 왼편에 있도록 한다. 그러면 이와 같은 절단을 만들어내는
점이 단 하나 존재한다.” (중략) 이 원리를 가정한다는 것은 곧 이 원리가 공리
라는 뜻이며, 이 공리를 근거로 직선에 연속성을 부여하고 또 이 연속성을 근거
로 연속성의 개념을 정의한다. 공간이 실제로 존재한다는 사실을 인정한다고 해
서 반드시 연속성을 가정할 필요는 없다. 공간이 불연속적이라고 해도 그 성질
가운데 상당수는 바뀌지 않고 그대로 남는다. 그리고 설사 공간이 불연속적이라
는 확증을 얻는다고 해도 우리의 사고 속에서 그 틈을 채워 넣어 연속체로 탈
바꿈시킬 수 있다. 틈을 채워 넣는 일은 곧 새로운 점들을 만들어 내는 일이 되
는데 이 작업은 위에 언급한 원리에 따라 수행된다(Dantizig, Tobias, Mazur &
Joseph, 2007).
절단은 Dedekind가 직선의 연속성을 정의하면서 사용했던 개념으로
유리수체를 출발점으로 삼았다. 어떤 유리수 에 의해 유리수 집합 ℚ가
양분되어 생기는 유리수 절단은 역으로 절단이 그 유리수 를 규정할
수 있다. 이 때, 유리수에 의해 생기지 않은 유리수 절단 역시 단 하나의
수를 완전히 규정하며 따라서 기존의 유리수 집합으로부터 전혀 새로운
수 무리수를 구성할 수 있다. Dedekind는 이러한 절단 전체의 집합에 연
산을 정의하여 실수체로 정의하였다. 유리수 체계에서 Dedekind의 절단
은 기하학적 공간의 크기를 대신하여 해석학의 핵심이 되었고, Dedekind
의 수 개념에 의해 해석학은 기하학으로부터 완전히 독립할 수 있었다.
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2.4. 수직선의 역사
수직선은 수학사에서 명백한 언급이 없다(Smith, 1923 ; Heath, 1981;
Doritou, 2006). 그럼에도 실수와 직선 사이의 관계는 바빌로니아 시대
이래 존재하였다(Wilder, 1968). 그리스인들은 본능적으로 선형적 양에
실수를 대응시켰다. 수의 크기에 대응하는 ‘양(magnitude)’에 대한 그리
스인들의 아이디어는 “선을 나눠서 측정되는 수”에 대한 생각을 내포한
다(Bourbaki, 1984). 또한 11세기 페루인들은 측정 도구로써 quipu를 사
용하였으며, 긴 선 위에 다른 지점에 매듭을 묶어 어떤 단위나 수를 표
현하려고 하였다. 이는 선 위에 점을 결합하는 수직선의 기본적 아이디
어와 유사하다. 다시 말해 수직선은 측정 도구와 관련된 추상적인 표현
인 것이다. Euclid의 선에서 시작하는, “연속성”은 개인을 위해 그리고
개인에 의해 만들어졌으나 이는 자연수를 표현하기 위한 수직선의 사용
으로 귀결된다고 할 수 있다.
Williams & Shuard(1970)는 광범위하게 수직선의 성질과 사용을 다
루었다. 그들은 수직선이 수 개념에 대한 이해를 도우며, 선 위의 각 점
은 수에 유일하게 대응된다는 것을 명시하였다. 자연수 사이에 분수와
소수와 같은 다른 수에 대응되는 무수한 수가 존재하며, 수의 대소 관계
의 중요성과 수직선이 양방향으로 무한히 확장되는 부분을 강조하였다.
Gullberg(1997)는 수직선을 0을 중심으로 양쪽으로 무한히 뻗어가는
직선에 단위 거리를 매기는 것으로 정의하였다. 모든 실수는 이 직선에
대응된다. 더 정교한 수준에서 Herbst(1997)는 수직선을 수 체계에 대한
은유로 언급하며 그는 다음과 같이 수직선을 정의하였다.
0을 한 점에 대응시키고 단위 선분 u를 택하자. 그 단위 선분은 0으로부터
연속적으로 옮겨진다. 이렇게 나누어진 각각의 점은 연속적으로 자연수에 대응
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된다(Herbst, 1997).
Herbst는 수 체계의 은유로 수직선을 언급하는 것은 모든 종류의 수
를 수직선 위에 표현가능하며 이는 직관적으로 매우 강력하기 때문이라
고 지적하였다. 이를 ‘수직선의 은유성’과 평면 기하에서 발전한 수직선
의 ‘직관적 완비성’이라고 표현한다(Herbst, 1997).
Gray & Doritou(2008)는 수직선은 수가 무한하다는 사실을 인식할 수
있도록 도와주며, 수의 연속성을 이해하는데 유용하다는 점을 지적하였
다. 또한 수직선은 수와 수 사이에 무수히 많은 수가 존재한다는 사실을
직관적으로 보여주며, 수의 크기를 비교할 수 있도록 도와준다는 점도
제시하였다. 수 체계에 대한 전반적인 이해를 도와준다는 점에서 수직선
은 교육적 가치가 높으며 그 활용 방안에 대해 연구가 진행되고 있다
(Klein,Beishuizen & Treffers, 1998; Bobis, J & Bobis, E 2005).
앞서 Sinkevich(2015)가 지적하였듯이, 수직선은 고대부터 존재하였던
실선(solid line)이나 해석학에서 등장하는 기하학적 선(geometrical line)
과 구별되어야 한다. 수직선은 측정 도구였던 구체적 대상을 20세기에
이르러 추상화시킨 관념이다. Freudenthal은 기하학에서는 명명하는 일
이 의식이 첫 단계라는 점을 지적하였다(우정호 외, 2008). 우리를 둘러
싸고 있는 구조와 구조화된 결과에 대해 수학적 대상으로 인식하는 것이
발명의 시작인 것이다. 수직선 역시 측정도구로써 일찍이 경험하게 되는
대상이지만 ‘수직선’으로 명명되기까지는 오랜 시간이 걸린 것이다.
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3. 학교수학에서 수직선의 의미
수직선은 수와 수의 표현 방식, 수 사이의 관련성을 이해하고 수의 크
기를 비교하는 데 유용한 수학적 도구이므로, 초등학교 1학년 2학기 자
연수의 연산과 관련하여 처음 도입되어 6학년까지 수와 연산, 측정, 규칙
성의 영역에서 다양하게 활용되고 있다(홍진곤·김양권, 2015). 특히 중학
교 1학년 1학기에 수직선의 정의를 학습하고, 대부분의 교과서에서는 정
수와 유리수를 수직선 위에 나타내는 활동을 제시한다. 또한 정수와 유
리수의 연산과 관련하여 수직선을 활용하여 설명하기도 한다. 중학교 3
학년 1학기에는 무리수를 학습하고, 수직선은 실수에 대응하는 점들로
완전히 메울 수 있다는 것을 제시한다. 수직선의 사용은 초등학교 때부
터 다루지만, 수직선의 정의는 중학교 1학년 때 배우며, 수직선 위의 모
든 점에 대응하는 수는 중학교 3학년 때 학습하게 된다. 이번 장에서는
2009 개정 교육과정에 따른 중학교 수학 교과서 14종을 중심으로 수직선
의 정의와 그 의미를 살펴보고자 한다.
3.1. 수직선의 정의
역사발생적 원리는 학교수학에 대한 수학적 분석을 전제로 한다(민세
영, 2002; 우정호·민세영, 2002). Freudenthal은 수학적 개념을 지도하기
위하여 개념의 수학적 의미와 역사발생 과정을 분석하여 학습-지도에
있어 함의점을 모색하고자 하였다. 그는 기성수학이 정의나 형식으로 시
작되는 점을 지적하며 학생들이 정의나 형식을 재발명할 수 있도록 지도
할 것을 지적하였다. 이에 따라 교과서에서 제시하는 수직선의 정의를
살펴보고 수직선 지도 방안을 연구하고자 한다. 2009 개정 교육과정에
의한 중학교 수학 교과서 14종에서 제시하는 수직선 정의는 <부록A>와
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같다.
모든 교과서에서 제시하는 수직선의 정의는 직선 위에 기준이 되는
점을 정하는 것에서부터 시작한다. 원점 또는 기준점에 대해 좌우에 같
은 간격의 점을 잡아 양의 정수와 음의 정수를 대응시킨다. 14종 교과서
중 미래엔(이강섭 외), 천재교육(이준열 외) 교과서 2종은 기준점으로부
터 거리에 따라 양의 정수와 음의 정수를 대응시킨다. 이는 수직선의 정
의에 절댓값의 개념을 포함시킨 것으로 해석할 수 있다. 14종 교과서는
모두 수직선의 이미지와 함께 수직선의 정의를 제공한다.
[그림 Ⅱ.5] 수직선의 이미지
Herbst(1997)가 제시한 수직선의 정의9)와 학교수학에서 제시하는 정
의는 수직선을 구성하는 방법에 있어서 차이를 보인다. Herbst는 기준점
을 정한 후, 단위 선분을 연속하여 놓음으로써 직선을 구성하는 반면, 학
교수학에서는 직선 위에 기준점을 정하고 직선을 일정한 간격으로 나눈
다.
수직선에 대한 Herbst의 정의와 교과서의 정의는 다음과 같은 공통점
을 갖는다. 첫째, 기준점의 존재이다. 교과서마다 수직선의 정의와 함께
‘원점’을 정의하는 경우와 그렇지 않은 경우가 있으며, 또 숫자 을 원점
이라고 두는 경우, 점 를 잡아 숫자 을 대응시킨 후 를 원점이라고
두는 경우로 미세한 차이를 보이기는 하나 14종 교과서 모두 기준이 되
9) 0을 한 점에 대응시키고 단위 선분 u를 택하자. 그 단위 선분은 0으로부터
연속적으로 옮겨진다. 이렇게 나누어진 각각의 점은 연속적으로 자연수에 대응
된다(Herbst, 1997)
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는 점에서 수직선의 구성을 시작한다. Herbst의 정의 역시 0을 기준으로
단위 선분을 연속 배열하여 수직선을 구성한다.
둘째, 일정한 간격이다. 교과서에서는 직선을 일정한 간격으로 나누고,
Herbst는 일정한 간격을 반복하여 직선을 구성하여 수직선을 정의한다.
수직선이 수의 배열과 수 사이의 관계를 시각적으로 잘 나타낸다는 점에
서 일정한 간격은 수직선의 모양이 ‘직선’으로 ‘선택’된 이유로 해석할 수
있다. 곡선은 같은 간격으로 나누는 것이 어려우며 곡선의 모양에 따라
두 수 사이의 거리를 가늠하기 어렵기 때문이다.
셋째, 수를 대응시킨다. 이는 수직선 개념의 핵심으로 직선과 수직선
을 구별해주는 요소이다. 직선에 수를 대응시킴으로써 이산량이 아닌 연
속량으로의 수의 특징을 파악할 수 있다. 이산량을 다루는 수가 연속량
을 갖는 직선 위에 표현됨으로써 수에 대한 관념이 변하게 되는 결정적
요인인 것이다. 양 끝으로 무한히 뻗어가는 직선으로 무한한 양수와 음
수 모두 표현 가능하며, 이는 음수의 도입부터 실수까지 수 체계의 확장
을 직관적으로 학습할 수 있다. 수직선에서 오른쪽으로 갈수록 숫자가
커진다는 것은 실수의 순서 공리를, 직선은 유리수와 무리수로 메울 수
있음을 통해 실수의 완비성을 시각적으로 제시할 수 있다. 학교수학에서
대수와 기하가 최초로 만나는 사건인 수직선을 통해 기하를 접목시켜 대
수를 학습할 수 있다.
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3.2. 음수 지도
음수는 수학사에서 오랜 논쟁의 대상이었다. 학생들은 음수와 음수의
연산에 대한 학습을 어려워하고 있으며, 이와 관련하여 우정호·최병철
(2007)은 음수의 역사적 발생과 그 과정에서 나타나는 인식론적 장애, 음
수의 개념장, 음수 개념의 발달 수준, 음수 개념의 이해 수준에 대한 이
론적 분석을 시도하고 이를 바탕으로 우리나라 학생들의 음수 개념 이해
상태를 조사하여 음수지도방안을 제시하였다.
특히 학교수학에서는 음수의 형식적 개념을 바로 가르치기보다는 구
체적인 모델을 통해 음수를 지도하고 있는데 그 중 가장 많이 사용되는
모델이 수직선 모델이다. 수직선 모델에서 수는 크기와 방향을 갖는 화
살표로 구체화되며, 14종 교과서 중 13종 교과서에서는 모두 정수의 덧
셈을 수직선 모델로 설명한다.
[그림 Ⅱ.6] 중1 교과서(류희찬 외): 부호가 같은 정수의 덧셈
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[그림 Ⅱ.7] 중1 교과서(류희찬 외): 부호가 다른 정수의 덧셈
이때 수직선 모델을 도입하여 덧셈을 설명하는 13종 교과서는 부호가
같은 수의 덧셈과 부호가 다른 수의 덧셈으로 나누어 설명하며, (양수)+
(양수), (음수)+(음수), (양수)+(음수), (음수)+(양수)의 4가지를 모두 다룬
다. 한편, 수직선 모델에서 정수의 뺄셈은 화살표를 반대 방향으로 바꾸
어 설명이 가능하지만 교과서 13종은 모두 정수의 뺄셈을 수직선 모델이
아닌 덧셈으로 고쳐서 계산하는 방법을 제시한다.
[그림 Ⅱ.8] 중1 교과서(우정호 외): 정수의 뺄셈
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[그림 Ⅱ.9] 중1 교과서(강옥기 외): 유리수의 뺄셈
김남희 외(2011)는 수직선 모델의 약점으로, 음의 부호가 다중적인 의
미를 갖는다는 것을 지적하였다. 음수를 표현하기 위해 음의 부호가 ‘왼
쪽을 향한다’는 점과 곱셈과 나눗셈을 할 때에는 ‘반대 방향’의 의미를
가지며, 같은 기호가 ‘뺄셈’을 의미한다는 점에서 학생들은 이러한 다의
성에 대해 혼란과 어려움을 갖게 된다는 것이다. 김익표(2008)는 7차 교
육과정 교과서를 분석하여 모든 중학교 1학년 교과서는 수직선 모델을
이용하여 정수의 덧셈을 도입하였고 뺄셈은 6종 교과서에서 수직선 모델
을 도입하였다고 지적하였지만, 현행 2009 개정교육과정에 따른 교과서
14종은 모두 정수의 뺄셈을 수직선 모델이 아닌 덧셈으로 바꾸는 방법을
택하고 있다.
정수의 곱셈의 경우, 14종의 교과서 중 9종은 수직선 모델을 이용하여
설명한다. 대부분의 교과서는 속력과 시간을 이용하여 이동한 거리를 수
직선 위에 나타내어 정수의 곱셈을 설명한다.
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[그림 Ⅱ.10] 중1 교과서(김원경 외): 정수의 곱셈
이 때, 음수는 왼쪽 방향을 의미하기도 하고 달리기 이전의 시간을 의
미하기도 한다.
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[그림 Ⅱ.11] 중1 교과서(이강섭 외): 정수의 곱셈
수직선 모델을 이용하여 수의 곱셈을 설명한 8종 교과서의 대부분은
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[그림 Ⅱ.10]과 같은 방식으로 제시하는 한편, 미래엔 교과서는 [그림
Ⅱ.11]과 같이 동수누가로 정수의 곱셈을 설명한다. 14종 교과서 중 6종
은 정수의 곱셈을 수직선 모델을 도입하지 않는 대신 형식불역의 원리를
이용하여 이를 설명한다. 또한 정수의 뺄셈과 마찬가지로 정수의 나눗셈






( 는 정수, ≠)의 꼴로 나타내어지는 수를
유리수라 정의하며 유리수의 사칙연산을 학습한 후, 중학교 2학년에서는
순환소수와 무한소수를 학습한다. 이는 ‘유리수가 아닌 수’를 ‘순환하지
않는 무한소수’임을 설명하기 위한 단계라고 볼 수 있다.
2009개정 교육과정에 따른 14종 교과서는 모두 정수와 유리수를 정의
한 후, 정수와 유리수를 수직선에 나타낼 수 있음을 지적한다.
[그림 Ⅱ.12] 중1 교과서(우정호 외): 유리수와 수직선
또, 14종 교과서는 모두 학생들이 직접 정수와 유리수를 수직선 위에
나타내는 활동을 제시한다.
[그림 Ⅱ.13] 중1 교과서(우정호 외): 유리수와 수직선 활동
‘순환하지 않는 무한소수’로 정의되는 무리수는 중학교 과정에서는 직
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관적10)으로 도입되며, 유리수와 무리수를 통틀어 실수를 정의한다. 무리
수를 수직선에 대응시키는 방법을 제시하며, 실수와 수직선의 대응관계
를 설명한다.
[그림 Ⅱ.14] 중3 교과서(우정호 외): 무리수와 수직선
[그림 Ⅱ.15] 중3 교과서(우정호 외): 실수와 수직선
[그림 Ⅱ.15]에서 제시된 ‘수직선은 유리수와 무리수, 즉 실수에 대응
하는 점들로 완전히 메울 수 있음이 알려져있다.’는 실수의 완비성을 중
학교 수준으로 낮추어 표현한 방식으로 해석할 수 있다. 2009개정교육과
정 14종 교과서 중 12종 교과서는 실수의 완비성과 관련된 표현을 제시
10) 중학교 과정에서는가 무리수임을 엄밀한 증명이 아닌, 직관에 의한 방
법으로 다음과 같이 설명한다.
    이므로     
    이므로     
    이므로     
⋯⋯이와 같이 계속하면    ⋯와 같이 무한소수로 나타내어진다.
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하고 있다. 또한 [그림 Ⅱ.15]에서 제시된 ‘모든 실수에 수직선 위의 점이
하나씩 대응하고, 수직선 위의 모든 점에 실수가 하나씩 대응한다.’는 실
수와 수직선의 일대일 대응관계는 12종 교과서에서 찾아볼 수 있다. 14
종 교과서 중 4종 교과서에서는 ‘서로 다른 두 유리수 사이에는 무수히
많은 유리수가 존재한다.’는 유리수의 조밀성에 대한 표현도 들어있다.
[그림 Ⅱ.16] 중3 교과서(우정호 외): 유리수와 수직선
또한 12종 교과서에서는 수직선을 이용하여 실수의 순서 공리를 설명
하고 있다. 수직선은 왼쪽에서 오른쪽으로 갈수록 숫자가 커진다는 것을
직관적으로 시각화할 수 있는 모델이다.
[그림 Ⅱ.17] 중3 교과서(우정호 외): 실수의 대소 관계
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Ⅲ. 연구 방법 및 절차
1. 연구 방법
‘왜 ‘직선’에 ‘실수’를 입히게 되었는가?’ 에서부터 연구문제가 제기되
었다. 오랫동안 많은 수학자들이 고민하고 논쟁하여 얻은 결과물이 학교
수학에서는 당연한 대상으로 여겨지는 경우가 있는데, 그 중 하나가 수
직선이다. 수학자들의 논쟁을 학교 교실에 적용하기에 앞서, 수학적 사고
력이 우수하고 성취도가 높은 영재 학생들을 대상으로 수직선에 대한 탐
구 활동을 수행하였다11).
1.1. 연구 대상
역사발생적 원리에 따라 수직선이 갖는 수학사적 의의와 학교수학에
서 의미를 분석하였다. 이를 바탕으로 수직선을 자연스럽게 사용하고 있
는 학생들에게 자명하지 않는 질문을 통해 수직선의 의미를 함께 모색하
고자 한다. 특히 수학에 대한 관심이 많고 성취도가 높은 수학 영재 학
생들을 대상으로 수직선 정의와 그 속성들을 탐색하는 시간을 갖고자 한
다.
본 연구의 연구 대상은 서울시 교육지원청 중등 영재 교육원 소속의
학생들로, 지난 해 11월부터 지원 단계, 추천 단계, 창의력 문제해결력
평가 단계, 면접 평가 단계의 총 4단계를 통과한 집단이다. 학년 별로 20
11) 본 연구는 서울대학교 생명윤리위원회(SNU IRB)의 승인을 받아 진행되었
다.
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명씩 1학급이 구성되어 있으며, 2017학년도 중학교 2학년 수학 영재 학
생 18명을 대상으로 설문 연구가 진행되었다.
수직선 정의 탐구에 앞서, 유리수 정의 탐구 및 정다면체 정의 탐구가
영재 수업의 일부에 포함되었는데 수직선은 중학교 1학년 1학기 과정,
정다면체는 중학교 1학년 2학기 과정, 유리수와 순환소수는 2학년 1학기
과정의 시작 부분이기 때문에 수학적 지식을 가장 잘 활용할 수 있는 학
년으로 중학교 2학년을 연구 참여자로 선정하였다.
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1.2. 연구 방법
본 연구는 수학사와 학교수학에서 수직선의 의미를 탐구하고, 이를 바
탕으로 학교수학에 적용하기 위한 방안을 모색하고자 한다. 이와 관련한
사례 연구를 통해 중학교 2학년 영재 학생들을 대상으로 설문 연구를 진
행할 예정이다. Creswell(1998)은 사례 연구를 한정된 시간과 장소에서
관찰, 면담, 비디오 자료 등을 통해 연구해야할 사례를 상세하고 심층적
으로 수집하여 탐구하는 것이라고 하였다(우정호 외, 2006). 본 연구에서
는 사례 연구를 위한 자료를 수집하기 위해 관찰 방법과 설문지를 활용
하였다. 연구자가 직접 교실 상황에 참여 관찰하여 수업의 전반적인 분
위기, 교사와 학생 사이에 제기된 문제와 응답 등을 수집하였으며, 학생
들이 설문에 응답할 수 있는 충분한 시간을 제공하여 자료를 수집하였
다. 수집한 자료는 기술적 분석과 패턴탐색을 통하여 귀납적으로 분석12)
할 예정이다. 기술적 분석이란 연구사례가 갖는 일체의 특징적 양상을
있는 그대로 정확하게 묘사하는 것을 말하고, 패턴탐색은 수집하여 정리
된 자료에서 일정한 패턴을 찾는 것을 의미한다. 본 연구에서는 수직선
의 모양을 달리하였을 때 나타나는 현상에 대한 학생들의 응답을 그대로
기술하고 비슷한 패턴으로 분류하여 그 특징을 살펴봄으로써 의미 있는
결론을 얻고자 한다.
12) 귀납적 분석은 연구사례에 대한 어떤 개념적 틀이나 그에 따른 사전의 분
명한 이론적 전제 등이 없이, 수집된 자료를 분석함으로써 연구현상에 관해 체




“왜 ‘직선’에 ‘실수’를 입히게 되었는가?” 또는 “‘수’를 나타내는 모양으
로 왜 ‘직선’이 선택되었는가?”와 같은 직접적인 질문 대신 “수직선의 모
양이 ‘직선’이 아니라면?”과 같은 질문을 통해 ‘수’를 나타내는 가장 효과
적인 모형이 ‘직선’임을 학생들이 깨달을 수 있도록 하는 것이 연구 설계
의 목표였다. 나아가 대수와 기하의 관점에서 각각 수와 직선의 역사를
소개하고, 따로 발전해온 두 분야를 절묘하게 연결한 매개체가 수직선이
라는 사실을 통해 학생들이 수직선의 수학사적 의미를 음미해볼 수 있는
시간을 가질 수 있도록 하였다.
2.1. 연구 설계 배경
Ⅱ.2.1.과 Ⅱ.2.2에서 수학사에서 음수와 음수의 연산에 대한 논쟁을 살
펴보았다. 특히 양수를 음수로 나누는 결과가 무한보다 크다는 주장은
Wallis나 Euler, d'Almebert와 같은 유명한 수학자들이 주장했다는 점에
서 주목할 만하다. 이는 음수 학습과 관련하여 학생들에게 단순히 음수
와 음수의 연산에 대한 선언적 지식13)을 가르치는 것에 대한 재고가 필
요함을 의미하기도 한다.
음수와 음수의 연산이 다른 방식으로 정의가 되었더라면 수를 나타내
는 모양도 직선의 형태가 아닌 다른 모양이 되었을 것이다. 본 연구는
‘수를 나타내는 모양이 ‘직선’이 아니라면?14)’이라는 질문을 통해 학생들
13) 선언적 지식(declarative knowledge)은 사실, 개념, 절차, 규칙에 대한 지식
으로 어떤 분야에 대한 사실적 정보(knowing that)를 의미한다. 여기에서는 ‘음
수와 음수의 곱은 양수이다’ 또는 ‘양수를 음수로 나누면 그 결과는 음수이다’와
같이 학교 수학에서 음수의 연산을 정해진 공식으로 제시하는 것을 지적하고자
하였다.
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이 수직선에 대한 수학사적 논쟁을 간접적으로 경험하게 하는 기회를 제
공하고자 하였다. 이는 자연스럽게 음수에 대한 탐구와 실수의 성질에
대해 고민으로 이어지며, 나아가 실수와 대수의 만남을 시각적으로 나타
내는 수직선의 의미를 재음미하는 시간을 가질 것이다.
영재수업은 ‘수학적 정의 탐구’를 주제로 1차시(150분) 분량의 수업으
로 진행될 예정이다. 1차시 수업의 개요는 다음과 같다.
수업 단계 수업 내용




평가(40분) 수직선 정의 탐구
정리(10분) 수학적 정의 탐구의 효과
<표 Ⅲ.1> ‘수학적 정의 탐구’ 수업 개요
수직선 정의 탐구에 앞서 교사의 안내와 학생들의 토론을 중심으로
유리수와 정다면체의 정의에 대해 탐구할 예정이다. 유리수 정의 탐구에
서는 유리수와 순환소수, 유한소수와 무한소수 등 용어의 정의와 함께
수를 분류하는 방법에 대해 자유롭게 토론할 예정이다. 수에 대한 고민
은 내용적 측면에서 수직선 탐구와 관련이 있을 것으로 기대된다. 한편,
정다면체 정의 탐구에서는 정다면체가 될 조건을 바꾸었을 때 발생하는
경우에 대해 논의할 예정이다. 이는 방법적 측면에서 수직선의 모양을
변화하였을 때 생기는 경우와 관련지을 수 있다.
수직선 정의 탐구는 평가 단계에서 진행되며, 학생들이 개별적으로 적
은 내용을 바탕으로 본 연구에서 분석할 예정이다. 학생들은 스스로 수
14) Brown & Walter(2005)는 「문제제기의 기술(The art of problem posin
g)」에서 대상의 속성을 부정하여 대상을 탐구하는 ‘What-if-not’ 전략을 제시
하였다.
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직선을 정의하고, 수직선의 모양을 바꾸었을 때 생기는 장점과 단점에
대해 기술한다. 이를 바탕으로 학생들은 현재 수직선이 갖는 의미를 모
색하고, 교사는 수학사를 통해 학생들이 수직선의 수학사적 의의를 깨달
을 수 있도록 안내한다. 이후 정리 단계에서 수학적 정의 탐구 수업의
효과 설문이 진행될 예정이다.
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2.2. 연구 진행 과정
2017학년도 서울시 교육지원청 소속 영재 학생들은 2016년 11월~2016
년 12월에 4단계를 통해 선발되었고, 2016년 12월에 영재 강사 선정이
완료되었다. 2017년 1월, 워크숍을 통해 1년 동안 진행될 영재 교육의 계
획을 세웠으며 영재 강사들은 서로 날짜와 주제를 상의하여 조정하였다.
‘수학적 정의 탐구’는 연구자가 제안한 영재 수업 주제로 2017년 5월 1차
시(150분) 분량의 수업으로 진행되었다. 유리수 정의 탐구, 정다면체 정
의 탐구는 교사의 안내와 학생들의 토론으로 진행된 후, 정리 및 평가
단계에서 수직선 정의 탐구와 수학적 정의 탐구 수업의 효과 설문이 진
행되었다. 수업의 진행과 평가는 본 연구와는 별개로 진행된 영재 수업
내용이며, 연구 참여에 동의한 학생들에 한하여 평가지에 적은 답안과
의견을 활용하였다.
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3. 자료 수집 및 분석
수학적 정의 탐구를 주제로 진행한 수업의 평가 단계인 수직선 정의
탐구에 초점을 맞춰 결과를 정리하고 분석하고자 한다. 2학년 영재 학생
20명 중 개인사정상 결석한 학생 1명과 설문 연구에 동의하지 않은 학생
1명을 제외하고 18명의 각 문항에 대한 응답 결과는 다음과 같다.
3.1. 수직선 정의하기
수직선 탐구는 ‘내가 생각하는 수직선의 정의’와 ‘내가 생각하는 수직
선의 이미지’를 시작으로 이루어진다. 18명의 학생 중, 17명의 학생이 수
직선을 ‘수’와 ‘직선’의 대응 관계로 설명하려고 하였다. 또, 9명의 학생들
은 ‘기준’ 또는 기준점인 ‘0’을 포함하여 수직선의 정의를 제시하였다. 기
준점을 제시한 학생 9명 중 3명은 ‘기준점으로부터 떨어진 거리’와 같은
표현을 사용하여 절댓값의 개념을 포함시키기도 하였다. 그 중 한 학생
은 수직선을 무한소적 관점에서 정의하였는데 이는 다음과 같다.
[그림 Ⅲ.1] 학생 답안: 수직선 정의하기
이 학생은 수직선 정의를 ‘한 점을 기준으로 실수인 점들이 모여서 직
선을 이루는 것’으로 생각하며, 직선 위에 기준점을 잡고 양쪽 방향으로
수를 대응시킨다는 교과서의 수직선 정의와는 다소 차이가 있다. 숫자를
점에 대응시키고 수의 집합이 결국 하나의 직선이 된다는 의미를 가지고
있는 것이다. 이 학생의 정의는 ‘점이 모여 선이 된다’는 무한소적 관점
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에서 해석할 수도 있다.
한편, 17명의 학생들은 수직선의 이미지에 원점을 표기하였으며, 3명
의 학생들은 원점을 기준으로 오른쪽에는 (+) 표시, 왼쪽에는 (-) 표시를
하였다. 또한 11명의 학생들은 양의 정수, 음의 정수를 표기하였으며 이
중 1명의 학생은 정수가 아닌 유리수를 수직선 위에 추가로 표기하였다.
18명 학생 중 13명의 학생은 원점을 기준으로 수직선을 일정한 간격으로
나누었으며, 14명의 학생들은 수직선의 양 끝에 화살표 표기를 하였다.
학생들은 자신이 적은 수직선의 정의를 교과서에서 제시하는 정의와
비교하여 공통점과 차이점을 찾아 스스로 정리하는 시간을 가졌다. 이후
수를 나타내는 모양이 ‘직선’이 아닌 경우에 대해 탐구하는 활동을 하였
다.
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3.2. 수직선의 모양이 ‘직선’이 아닐 경우에 대한 탐구
먼저 수직선의 모양이 곡선일 경우 이를 시각적으로 표현하고, 이러한
모양이 갖는 장점과 단점에 대한 학생들의 답안을 정리 및 분석하고자
한다.
수직선의 모양이 곡선일 경우 갖는 장점으로 아름답다(3명), 특이하다
(3명), 재미있다(2명)를 지적하였으며, 장점을 적은 17명의 학생의 대부
분이 곡선 모양에 대한 수학적 가치라기보다는 개인적으로 느끼는 감정
을 적었다. 그 중, 3명은 기존의 수직선보다 더 많은 공간을 활용할 수
있다는 장점을 지적하였다. 한편, 곡선 모양의 수직선의 단점으로 알아보
기 어렵다(7명)는 의견을 제시하였다. 이러한 의견 역시 수학적 관점이
아닌 개인이 느끼는 감정에 의한 것임을 알 수 있다. 곡선 모양을 마음
대로 정할 수 있어 그리는 사람마다 다르다(1명)는 지적을 하였다. 곡선
을 일정한 간격으로 나누는 것에 대한 어려움과 두 점 사이의 거리 또는
두 수의 차를 한눈에 보기 어렵다는 점을 4명의 학생들이 지적하였다.
[그림 Ⅲ.2] 학생 답안:
수직선 모양이 곡선일 경우
[그림 Ⅲ.3] 학생 답안:
수직선 모양이 곡선일 경우
또한 왼쪽에서 오른쪽으로 갈수록 수가 커지는 수직선에 높낮이가 생
겨 수의 대소 비교가 헷갈릴 수 있다는 점을 2명의 학생이 제시하였다.
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[그림 Ⅲ.4] 학생 답안:
수직선 모양이 곡선일 경우
[그림 Ⅲ.5] 학생 답안:
수직선 모양이 곡선일 경우
다음으로는 수직선 모양이 꽈배기 모양일 경우(학생들의 이해를 돕기
위해 칠판에 그림으로 제시하였음), 즉 교점이 있는 곡선에 대한 학생들
의 의견이다. 창의적이거나 예쁘다(5명)와 같이 모양이 주는 느낌을 적
었으며, 적은 공간으로 많은 수를 표현할 수 있다(2명)를 장점으로 제시
하였다.
한편, 18명 중 15명의 학생들은 수를 대응시키기 힘들다는 점을 지적
하였으며 그 중 7명의 학생들은 ‘교점’으로 인해 하나의 점에 하나의 수
를 대응시키기 어렵다는 점을 구체적으로 지적하였다.
[그림 Ⅲ.6] 학생 답안:
수직선 모양이 꽈배기 모양일 경우
[그림 Ⅲ.7] 학생 답안:
수직선 모양이 꽈배기 모양일 경우
또한 두 수의 대소비교가 어렵다(7명)는 의견과 두 점 사이의 거리를
- 54 -
알기 불편하다(2명)는 점을 단점으로 지적하였다.
[그림 Ⅲ.8] 학생 답안:
수직선 모양이 꽈배기 모양일 경우
[그림 Ⅲ.9] 학생 답안:
수직선 모양이 꽈배기 모양일 경우
마지막으로 수직선 모양이 원일 경우, 0을 기준으로 양 방향으로 양의
정수와 음의 정수를 적는 경우와 한 방향으로만 부호가 같은 정수를 적
는 경우로 나뉘었다. 절댓값의 비교가 쉽다는 학생들이 5명이었고 이어
대칭성을 장점으로 적은 학생이 4명이었다. 또 아름답다(2명), 시계가 떠
오른다(2명)는 개인적 느낌을 적기도 하였다.
수직선의 모양이 원 모양일 경우에 대한 단점으로 수를 나타내는 것
에 한계가 있다(13명)를 많은 학생들이 지적하였다. 그 중 5명의 학생은
많은 수를 표시하기 위해서 원의 크기를 점점 늘려야 한다고 적었으나,
다른 2명의 학생은 원이 닫힌 도형이기 때문에 무한히 큰 수를 적는 것
은 한계가 있다고 하였다. 또, 원의 한 방향으로만 수를 나열한 학생들은
음수나 양수 중 하나만 표현 가능하다(4명)고 지적한 반면, 기준점에서
양 방향으로 음수와 양수를 나열한 학생들은 양수와 음수가 만난다(6명)
는 점을 지적하였다.
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[그림 Ⅲ.10] 학생 답안:
수직선 모양이 원 모양일 경우 [그림 Ⅲ.11] 학생 답안:
수직선 모양이 원 모양일 경우
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3.3. 현재 사용하는 수직선에 대한 재음미
수직선의 모양이 직선이 아닐 경우를 탐구한 다음 학생들은 현재 사
용하고 있는 수직선의 장점에 대하여 탐구하였다. 대부분의 학생들은 직
선이 아닐 경우에 대한 단점을 보완하는 대안으로 연결하였다.
한 눈에 알아보기 편하다(9명)는 점을 장점으로 지적하였으며, 보다
구체적으로 수의 대소 관계를 파악하기 쉽다(7명), 간단하고 그리기 쉽다
(6명), 두 점 사이의 거리를 파악하기 쉽다(4명) 등을 수직선이 갖는 장
점으로 표현하였다. 또한 하나의 수에 하나의 점이 대응된다(3명)와 직
선이기 때문에 무한한 수를 나타낼 수 있다(3명)고 답하였다. 이는 수직
선 모델이 갖는 장점이자, 나아가 실수의 완비성과 순서 공리를 중학교
수준에서 재해석한 것으로 이해할 수 있다.
한편, 직선 모양의 수직선에 대한 단점으로 5명의 학생들은 재미없다
또는 식상하다는 표현을 하였으며, 다른 2명의 학생들은 절댓값을 한 눈
에 비교하기 힘들다고 하였다. 실수가 아닌 수를 표현하기 힘들다는 점
을 2명의 학생이 지적하였다. 현재 사용하는 수직선의 단점을 적은 학생
들 중 대부분은 단지 익숙한 대상에서 오는 단조로움이나 진부함을 표현
하였다.
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3.4. 수학사적 관점에서 수직선의 의미 탐구
수직선 탐구활동이 끝나고 학생들에게 현재의 실수 체계가 성립되기
까지 수의 역사를 소개하고, 대수와 별개로 발전해온 기하에 대해서도
설명하였다. 특히 수직선은 수학사에서 각각 발전해온 기하와 대수를 연
결해주는 매개체로써 중요한 의미를 갖는다는 사실을 안내하며, 수직선
의 ‘직선’ 모양이 ‘수’를 나타내는 가장 적합한 모양임을 설명하였다. 평
가 단계를 포함한 모든 활동이 끝난 후, 정리 단계에서 학생들은 이번
수업을 통해 새롭게 알게 된 사실과 수학적 정의를 탐구하면서 얻을 수
있는 효과에 대해 작성하는 시간을 가졌다. 학생들의 답안 중, 특히 수직
선과 관련된 내용을 살펴보면 다음과 같다.
수업을 통해 새로 알게 된 사실에 대해 18명 중 12명의 학생들은 수
학적 정의에 대해 다시 생각해볼 수 있었다고 답하였다. 10명의 학생들
은 수의 역사와 관련된 내용(8명), 기하와 대수가 따로 발전하였다(2명)
와 같이 수학사와 관련지어 기재하였다. 또한 8명의 학생들은 ‘수’를 ‘직
선’에 나타내는 이유에 대해 생각해볼 수 있었다고 답하였다.
[그림 Ⅲ.12] 학생 답안: 수업을 통해 새로 알게 된 사실
[그림 Ⅲ.13] 학생 답안: 수업을 통해 새로 알게 된 사실
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한편, 수학적 정의를 탐구하면서 얻을 수 있는 효과로 수학 개념에 대
해 정확하게 알 수 있다(13명), 응용이 가능해진다(4명), 잘못 알고 있는
개념을 고칠 수 있다(4명), 왜 그렇게 정의되었는지 생각해볼 수 있다(3
명), 다른 정의에 대해서도 생각해볼 수 있다(2명) 등으로 표현하였으며
2명의 학생들은 이러한 탐구가 수학적 흥미를 높여준다고 답하였다.
[그림 Ⅲ.14] 학생 답안: 수학적 정의 탐구의 효과
[그림 Ⅲ.15] 학생 답안: 수학적 정의 탐구의 효과
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4. 연구 결과
영재 학생들의 수직선 탐구에 대한 답안을 수집하여 분석한 내용을
바탕으로 내린 연구 결과는 다음과 같다.
첫째, 학생들은 수직선의 정의를 적는 활동을 가장 어려워했다. 수직
선에 대한 이미지는 비교적 쉽게 표현하였으나 수직선의 정의를 쓰는 활
동에서 많은 학생들이 수직선의 정의를 배운 적이 있는지 되물었다. 수
직선의 실용적 사용은 초등학교에서부터 시작하여 수학적 수단으로써 수
직선의 사용은 익숙하나, 중학교에서 학습한 수직선의 형식적 정의를 적
는 것에 어려움을 느꼈다. 이는 학교 수학에서 학생들이 직접 수직선의
정의를 탐구하기보다 완성된 산물로써 수직선의 정의를 받아들이고 있음
을 의미하기도 한다.
둘째, 수직선 모양에 대한 탐구는 수직선 모델에 대한 탐구와 관련지
을 수 있다. 학생들은 수직선 모양을 바꾸었을 때 생기는 단점에 기반하
여 현재 수직선 모양이 갖는 장점을 기술하였다.
[그림 Ⅲ.16] 학생 답안: 현재 사용하는 수직선의 장점
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이는 수 체계와 수 연산에 대한 이해를 돕고, 실수의 순서 공리를 시
각적으로 나타내는 수직선 모델의 장점이기도 하다. 따라서 학생들에게
수직선 모양을 탐구하도록 안내하는 것은 수직선 모델에 대한 고찰을 제
공하는 것과 같다.
셋째, 자명한 정의에 자명하지 않은 질문을 던지는 것은 학생들의 수
학에 대한 흥미를 자아낼 수 있다. 수직선의 모양을 달리하는 것에 대한
장점으로 많은 학생들은 ‘재미있다’, ‘흥미있다’고 응답하였으며, 기존의
수직선의 단점으로 학생들은 ‘재미없다’, ‘고정된 틀이다’와 같이 대상에
대한 진부함을 표현하였다. 학교수학은 이미 ‘완성된 수학’이라는 점에서
학생들이 지루하게 느껴질 수 있으나, 수학적 대상의 속성을 부정하는
것 자체만으로도 학생들의 흥미를 유발시킬 수 있었다. 수학적 정의에
대해 고민하고 탐구하는 활동은 학생들의 인지적 영역뿐만 아니라 수학
적 흥미를 높이는 등 정의적 영역을 신장시킬 수 있었다.
- 61 -
Ⅳ. 결론 및 제언
본 연구는 역사발생적 원리에 따라 수직선의 수학사적 의미를 고찰하
고 학교수학에서 수직선의 역할과 의의를 탐구하였으며 이를 바탕으로
학교수학에 적용하기 위한 방안을 마련하여 설문 연구를 진행하였다. 연
구문제에 따른 연구 결과를 정리하면 다음과 같다.
첫 번째 연구문제인 “수학사적 관점에서 수직선은 어떤 의미를 가지
는가?”에 대한 연구결과는 다음과 같다.
기원전 3세기에 집필된 Euclid 기하에서도 직선의 정의는 찾을 수 있
지만, 수학사에서 수직선에 대한 명확한 언급은 없다(Smith, 1923;
Heath, 1981; Doritou, 2006). 수직선은 20세기에 이르러 Gullberg,
Herbst에 의해 명백히 정의되며 특히 Herbst는 수직선을 ‘수 체계의 은
유’라고 표현한다. 이는 모든 실수는 수직선 위에 표현 가능하며 동시에
수직선은 직관적으로 실수의 완비성을 표현하는 강력한 매개체임을 의미
한다. 음수를 받아들이고, 소수가 발명되어 순환하지 않는 무한소수인 무
리수를 개념화하여 실수 체계를 정립하기까지는 2천년의 시간이 걸렸다.
이에 Sinkevich(2015)는 수직선의 역사를 다루는 그의 논문에서 여러 수
학자들의 수 개념 발달 업적을 정리하며, 수직선의 역사는 곧 수의 관점
변화와 관련이 있음을 지적하였다.
수직선은 대수의 완성된 결과물인 실수와 기하의 시작인 직선의 만남
이다. 수직선은 수학사에서 각각 발전해온 대수와 기하를 연결하여 시각
적으로 표현하였다는 점에서 그 의의를 찾을 수 있다.
두 번째 연구문제는 “학교수학에서 수직선은 어떻게 다루어지고 있는
가?”이다.
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수학사의 흐름과 유사하게 학교수학에서도 수직선의 형식적 사용보다
실용적 사용이 앞선다. 수직선의 실용적인 사용은 초등학교부터 시작되
지만, 수직선의 형식적 정의는 중학교 1학년 1학기 2단원 ‘정수와 유리
수’ 단원에서 제시된다. 2009개정 교육과정에 따른 중학교 수학 교과서
14종을 조사하여 정리한 결과, 수직선의 정의와 함께 정수와 유리수를
수직선에 나타내는 활동을 제시한다. 특히 Herbst의 수직선의 정의와 교
과서에서 제시된 수직선의 정의를 비교하였다. Herbst는 단위 선분으로
직선을 구성해가며 단위 선분의 경계에 정수를 표기하는 반면, 우리나라
14종 교과서에서는 직선을 일정한 간격으로 나누어 정수를 표기하였다.
수직선을 구성하는 방법에는 차이가 있었지만, 기준점을 정하고 일정한
간격으로 수를 나누어 직선에 대응시킨다는 점에서 공통점을 찾을 수 있
었다.
한편 14종 교과서 중 스토리텔링 구성의 1종 교과서를 제외하고는 모
든 교과서에서 수의 덧셈을 수직선 모델을 이용하여 설명한다. 이 때, 부
호가 같은 경우와 다른 경우로 나누어 설명하며 (양수)+(양수), (음수)+
(음수), (양수)+(음수), (음수)+(양수)의 네 가지 경우를 모두 수직선 모델
을 이용하여 다룬다. 중학교 3학년 1학기 1단원 ‘실수와 그 계산’ 단원에
서 유리수와 무리수를 통틀어 실수라고 정의하며, 실수와 수직선의 관계
를 다룬다. 실수와 수직선의 일대일 대응관계는 12종 교과서에서 제시하
고 있으며, 13종 교과서는 수직선을 통해 실수의 완비성과 순서공리를
설명하고 있다.
학교 수학에서는 자연수에서 출발하여 양의 유리수, 정수, 실수까지
수 체계를 확장하여 학습하는데 이때 수직선은 유용한 도구이다. 수직선
은 수의 표현 방식, 수 사이의 관련성을 시각적으로 나타내고 수의 대소
비교와 연산 절차를 구조화할 수 있다는 점에서 교육적 가치가 충분하
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다. 본 연구에서는 수직선의 정의와 함께 음수 학습-지도에서의 수직선
모델과 실수와 일대일대응 관계로써 수직선을 다루었다.
마지막으로 세 번째 연구문제인 “효과적인 교수학습을 위해 수직선을
어떻게 지도해야 하는가?”에 대한 연구 결과는 다음과 같다.
역사발생적 원리에 따라 수학사적 관점과 학교수학 관점에서 수직선
의 의미를 모색하고, 이를 바탕으로 수직선 정의 탐구와 관련하여 설문
연구를 진행하였다. 중학교 2학년 영재 학생들을 대상으로 이루어진 연
구는 수직선 정의하기, 수직선의 모양이 직선이 아닌 경우에 대한 탐구,
현재 사용하는 수직선 재음미, 수학사와 관련된 수직선 개념 지도 순으
로 이루어졌다. 학생들은 주어진 정보를 그대로 받아들이는 것이 아니라
‘정의하기’를 학습하고 교과서 정의와 비교해봄으로써 수직선의 정의를
다양한 관점에서 바라볼 수 있는 기회를 가졌다. 또한 수직선의 모양이
직선이 아닌 경우를 탐구함으로써 수를 나타내는 최적의 모양이 ‘직선’임
을 탐구하였다. 수학사로 탐구 활동을 정리하는 과정에서 학생들은 수직
선에 대한 수학적 가치를 인식하고 수학에 대한 정의적 영역도 신장시킬
수 있었다. 수직선 정의를 탐구하는 활동은 수직선을 다른 개념을 설명
하고 문제를 해결하기 위한 수단임과 동시에 수학사적으로 가치 있는 수
학적 대상으로 인식할 수 있는 계기를 마련한 것이다.
역사발생적 원리는 단순한 수학사가 아니라 문제나 개념, 증명의 발생
이 중요하다는 점을 강조하며, 수학의 역사발생과 개체발생의 평행성을
가정한다. 본 연구에서 수직선의 수학사와 학교수학에서 그 의미를 탐색
한 결과, 수직선은 측정과 관련하여 그 아이디어가 일찍이 사용되었으나
형식적 정의가 뒤늦게 제시되었다는 점에서 수학사와 학교수학에서의 평
행성을 확인할 수 있었다. 또한 수학적 개념 발생에 대한 아이디어를 탐
구하고 이를 수업에서 재구성해야한다는 역사발생적 원리에 따라 본 연
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구에서는 수직선을 지도하기 위한 구체적인 방안을 제시하였다.
수직선은 실수 체계의 은유적 표현이다. Doritou(2006)는 수 개념의
학습에 있어서 수단으로써 수직선이 잘못 사용된다면 실수 체계의 은유
가 갖는 장점을 약화시킬 수 있다고 하였다. 수직선은 수학적 대상이자
다른 대상을 이해하는데 중요한 수단이 되기도 한다. 수학사에서 오랜
논쟁이었던 음수를 지도할 때 수직선 모델이 사용되며, 무리수를 처음
학습하는 중학교 3학년 학생들에게 ‘실수와 수직선’ 단원을 통해 실수와
직선의 일대일 대응 관계를 지도한다. 이처럼 수직선은 음수 지도를 위
한 도구로 사용되었다가 실수를 배울 때 수직선 자체를 학습하기도 하지
만 학생들은 수직선을 진부한 소재로 여기고 있다.
학교 수학은 완성된 결과를 교육과정에 맞추어 재배열한 산물이며 학
생들은 교과서 속의 지식을 절대적인 것으로 간주하여 받아들이고 있다.
그러나 수학적 개념의 발생 과정을 되짚어보는 과정은 그 개념에 대한
이해를 위해 유의미하며, 수학자들의 논쟁을 학생들의 수준에 맞춰 학생
들이 직접 겪을 수 있는 기회를 제공하는 것이 필요하다. 본 연구에서는
‘수직선’에 국한하여 역사발생적 관점에서 그 의미를 찾으려고 하였지만,
학교 수학에는 이러한 대상이 많이 있다. 수직선 이외의 다양한 수학적
대상에 대해서도 역사발생적 관점에서 그 의미를 도출하는 연구가 진행
되기를 기대해본다.
- 65 -
참 고 문 헌
교육부(2015). 수학과 교육과정
교육과학기술부(2015). 2015 개정 교육과정에 따른 성취기준·성취수준:
중학교 수학.
김남희 외(2011). 예비교사와 현직교사를 위한 수학교육과정과 교재연
구. 서울: 경문사.
김익표(2008). 중학교 수학 수업에서 정수의 사칙게산 지도를 위한 직관
적 모델의 역할에 관한 연구. 한국학교수학회논문집 11(1). 97-115.
김정희(2013). 소설처럼 아름다운 수학 이야기. 서울: 동아일보사.
김화영(2005). 교과서를 만든 수학자들. 서울: 글담.
민세영(2002). 역사발생적 수학 학습-지도 원리에 관한 연구. 서울대학
교 박사학위 논문.
박교식(2013). 우리나라 초등학교 수학용어의 분석과 비판: 몇 가지 예를
중심으로. 한국초등수학교육학회 17(1).
변희현·박선용(2002). 무리수의 개념적 측면을 강조한 교육방안: ‘통약불
가능성’을 통한 무리수 고찰. 학교수학 4(4). 대한수학교육학회
서보억, 신현용, 나준영(2013). 수직선 표기법에 대한 연구. 수학교육학
연구 23(2). 한국수학교육학회. 135-152.
서보억, 신현용, 나준영(2013). 수학교과서에 나타난 수직선 표기법. 한국
수학교육학회 2013(1). 121-127.
우정호(2000). 수학 학습-지도 원리와 방법. 서울: 서울대학교 출판부
우정호 외(2006). 수학교육학 연구방법론. 서울: 경문사.
우정호, 민세영(2002). 역사발생적 수학 학습-지도 원리에 관한 연구. 수
학교육학연구 12(3). 대한수학교육학회.
- 66 -
우정호, 최병철(2007). 음수 개념의 이해에 관한 교수학적 분석. 수학교
육학연구 17(1). 대한수학교육학회.
이지현(2014). 정의 없이 정의 가르치기-예비교사는 어떻게 자신이 배웠
던 방식과 다르게 가르칠 수 있는가? 수학교육학연구 24(3). 대한수학
교육학회.
이지훈(2000). 사례 연구방법. 서울: 도서출판 대경.
장혜원(2011). Stevin의 <소수>의 수학사적 의의와 수학교육적 함의. 수
학교육학연구 21(2). 대한수학교육학회 121-134.
전영복(2012). 《구장산술》의 교육적 이해. 서울대학교 석사학위 논문.
최병철(2006). 음수 개념의 이해에 관한 교수학적 분석. 서울대학교 박
사학위논문.
최병철, 우정호(2002). 음수의 본질과 형식적 접근에 의한 음수지도에 관
한 고찰. 학교수학 4(2). 대한수학교육학회.
홍진곤, 김양권(2015). 초등학교 수학 교과서의 수직선 활용과 문제점.
한국수학교육학회지 29(3).
沈康身(1997). 九章算术导读. 湖北教育出版社.
Albrecht Heeffer. (2011). Historical Objections Against the Number
Line. Science&Education 20(9). p.863-880
Arcavi, A. (1985). H istory of Mathematics as a Component of
Mathematics Teachers Background. Weismann Institute of Science
Rehovot, Israel.
Arnauld, A. (1667). Nouveaux Éléments de géométrie. Paris: C.
Savreux.
Bobis, J., & Bobis, E. (2005). The empty number line: Making
children’s thinking visible. Making mathematics vital.
- 67 -
Bourbaki, N. (1984). Elements of the history of mathematics. Berlin,
Heidelberg: Springer-Verlag.
Brown, S. I., & Walter, M. I. (2005). The art of problem posing.
Psychology Press.
Cardano, G. (1663). Opera omnia (10 vols). Lyon: Jean Antoine
Huguetan and Marc Antione Ravaud.
Creswell, J. (1998). Qualitative inquiry and research design: Choosing
among five traditions, 2.
Dantzig, Tobias, Mazur & Joseph. (2007). Number : the language of
science. The Masterpiece Science (ed). 과학의 언어, 수. 심재관 역
(2007). 서울: 지식의숲.
Diderot, D., & le Rond d’Alembert, J. (1765). Encyclopédie ou
Dictionnaire raisonnédes sciences, des arts et des métiers (17
vols.). Paris: Briasson.
Doritou, M. (2006). Understanding the Number Line: Conception and
Practice. for the degree of Doctor of Philosophy in Mathematics
Education. University of Warwick.
Fauvel, J. (1991). Using History of Mathematics Education. For the
Learning of Mathematics 11(2).
Freudenthal, H. (1991). Revisiting mathematics education(China
lectures). 프로이덴탈의 수학교육론. 우정호, 정은실, 박교식, 유현주,
정영옥, 이경화 역(2008). 서울: 경문사
Galina Sinkevich. (2015). On the H istory of Number line.
Gray, E. M., & Doritou, M. (2008). The number line: Ambiguity and
interpretation. In Proceedings of PME Conference. International
- 68 -
Group for the Psychology of Mathematics Education.
Gullberg, J. (1997). Mathematics from the Birth of Numbers. New
York: Norton and Company.
Heath, T. (1981). A H istory of Greek Mathematics. New York: Dover
Publications, Inc.
Herbst, P. (1997). The Number-Line Metaphor in the Discourse of a
Textbook Series. For the Learning of Mathematics 17(3). 36-45.
Kieran, C. (1992). The Learning and Teaching of School Algebra.
Handbook of Research on mathematics Teaching and learning : A
project of NCTM .
Kline, M. (1972). Mathematical thought from ancient to modern times.
Oxford: Oxford University Press. (Reprinted in 3 vols. 1990).
Kline, M. (1980). Mathematics: The loss of certainty. Oxford: Oxford
University Press.
Klein, A. S., Beishuizen, M., & Treffers, A. (1998). The empty
number line in Dutch second grades: Realistic versus gradual
program design. Journal for Research in Mathematics Education.
Lakoff, G., & Núñez, R. (2000). Where mathematics comes from: How
the embodided mind brings mathematics into being.
Merenluoto, K., & Lehtinen, E. (2002). Conceptual change in
mathematics: Understanding the real numbers. Reconsidering
conceptual change: Issues in theory and practice, 232-257.
Smith, D. E. (1923). H istory of Mathematics: General Survey of the
H istory of Elementary Mathematics. USA: Ginn and Company.
Wilder, R. L. (1968). Evolution of Mathematical Concepts: An
- 69 -
Elementary Study. Great Britain: John Wiley & Sons, Inc.
Williams, E. M., & Shuard, H. (1976). Primary Mathematics Today.
London: Longman Group Ltd.
<교과서>
강옥기, 권언근, 이형주, 우희정, 윤상혁, 김태희, 김수철, 유승연, & 윤혜
미(2013). 중학교 수학1. 서울: 동아출판.
강옥기, 권언근, 이형주, 우희정, 윤상혁, 김태희, 김수철, 유승연, & 윤혜
미(2013). 중학교 수학3. 서울: 동아출판.
고호경, 김응환, 양순열, 권세화, 권순학, 정낙영, 장인선, 임유원, 최수영,
이성재, 노솔, 백형윤, & 홍창섭(2013). 중학교 수학1. 서울: 교학사.
고호경, 김응환, 양순열, 권세화, 권순학, 정낙영, 장인선, 임유원, 최수영,
이성재, 노솔, 백형윤, & 홍창섭(2013). 중학교 수학3. 서울: 교학사.
김서령, 이정례, 선우하식, 이진호, 김원, 김양수, 신지영, 김윤희, 노창균,
정혜윤, & 주우진(2013). 중학교 수학1. 서울: 천재교육.
김서령, 이정례, 선우하식, 이진호, 김원, 김양수, 신지영, 김윤희, 노창균,
정혜윤, & 주우진(2013). 중학교 수학3. 서울: 천재교육.
김원경, 조민식, 방금성, 김수미, 배수경, 오혜정, 지은정, 최형권, & 황정
하(2013). 중학교 수학1. 서울: 비상교육.
김원경, 조민식, 방금성, 김수미, 배수경, 오혜정, 지은정, 최형권, & 황정
하(2013). 중학교 수학3. 서울: 비상교육.
김창동, 장경윤, 김응환, 문광호, 이병헌, 이채형, 차순규, 박윤근, 이소영,
정지현, 이병하, 김성남, 주정오, 권백일, & 장인선(2014). 기하와 벡터.
서울: 교학사.
- 70 -
류희찬, 류성림, 이경화, 신보미, 강순모, 윤옥교, 김명수, 조성오, 천태선,
& 김철호(2014). 중학교 수학1. 서울: 천재교육.
류희찬, 류성림, 이경화, 신보미, 강순모, 윤옥교, 김명수, 조성오, 천태선,
& 김철호(2015). 중학교 수학3. 서울: 천재교육.
신준국, 권오남, 윤갑진, 박종률, 김인수, 김부윤, 김용찬, 성덕현, 홍인숙,
김영우, 이영배, 이준희, & 이주미(2013). 중학교 수학1. 서울: 두배의
느낌.
신준국, 권오남, 윤갑진, 박종률, 김인수, 김부윤, 김용찬, 성덕현, 홍인숙,
김영우, 이영배, 이준희, & 이주미(2015). 중학교 수학3. 서울: 두배의
느낌.
신항균, 황혜정, 이광연, 김화영, 조준모, 최화정, & 윤기원(2013). 중학교
수학1. 서울: 지학사.
신항균, 황혜정, 이광연, 김화영, 조준모, 최화정, & 윤기원(2013). 중학교
수학3. 서울: 지학사.
우정호, 박교식, 이종희, 박경미, 김남희, 임재훈, 남진영, 권석일, 김진환,
강현영, 조차미, 허선희, 전지영, 고현주, 이정연, 최은자, & 김준식
(2013). 중학교 수학1. 서울: 동아출판.
우정호, 박교식, 이종희, 박경미, 김남희, 임재훈, 남진영, 권석일, 김진환,
강현영, 조차미, 허선희, 전지영, 고현주, 이정연, 최은자, & 김준식
(2013). 중학교 수학3. 서울: 동아출판.
이강섭, 최상기, 왕규채, 이강희, 송교식, 안인숙, 송영준, 윤상호, 김보현,
황현태, & 황형균(2013). 중학교 수학1. 서울: 미래엔.
이강섭, 최상기, 왕규채, 이강희, 송교식, 안인숙, 송영준, 윤상호, 김보현,
황현태, & 황형균(2013). 중학교 수학3. 서울: 미래엔.
이준열, 최부림, 김동재, 한대희, 이미라, 신송임, 이애경, &강해기(2013).
- 71 -
중학교 수학1. 서울: 천재교육.
이준열, 최부림, 김동재, 한대희, 이미라, 신송임, 이애경, &강해기(2013).
중학교 수학3. 서울: 천재교육.
정상권, 이재학, 박혜숙, 홍진곤, 박부성, 강은주, & 오화평(2013). 중학교
수학1. 서울: 금성출판사.
정상권, 이재학, 박혜숙, 홍진곤, 박부성, 강은주, & 오화평(2013). 중학교
수학3. 서울: 금성출판사.
허민, 김선희, 도종훈, 조혜정, 조숙영, 이경은, 양서윤, 이규희, & 김소연
(2014). 중학교 수학1. 서울: 대교.
허민, 김선희, 도종훈, 조혜정, 조숙영, 이경은, 양서윤, 이규희, & 김소연
(2015). 중학교 수학3. 서울: 대교.
황선욱, 강병개, 한길준, 한철형, 권혁천, 김의석, 유기종, 정종식, 김민정
(2013). 중학교 수학1. 서울: 좋은책신사고.
황선욱, 강병개, 한길준, 한철형, 권혁천, 김의석, 유기종, 정종식, 김민정
(2013). 중학교 수학3. 서울: 좋은책신사고.

- 73 -






직선 위에 기준이 되는 점 를 잡아 그 점에 수 을 대응시키고, 점 의 좌우에 같은 간격으로 점을 잡는다. 점
에서 오른쪽 방향으로      ⋯을 차례로 대응시키고, 왼쪽 방향으로       ⋯을 차례로 대응시
켜서 만든 직선을 수직선이라고 한다. 이때 기준이 되는 점 를 원점이라고 한다.
금성출판사
(정상권 외)
직선 위에 기준이 되는 점 를 정하고 점 의 좌우에 일정한 간격으로 점을 택한다. 이때 기준이 되는 점 를
원점이라고 하며, 이 점에는 수 을 대응시킨다. 또, 점 의 오른쪽 점들에 차례로 양의 정수      ⋯을




직선에 기준이 되는 점 를 정하고 이 점에 수 을 대응시킨다. 그리고 점 의 좌우에 일정한 간격으로 점을 찍
어 점 의 오른쪽에 있는 점에는 차례로 양의 정수       ⋯를 대응시키고, 왼쪽에 있는 점에는 차례로 음
의 정수       ⋯을 대응시키면 모든 정수를 직선에 나타낼 수 있다. 이와 같이 수를 대응시켜 만든 직선
을 수직선이라고 한다. 이때 기준이 되는 점 를 수직선의 원점이라고 한다.
동아출판
(강옥기 외)
직선에 기준이 되는 점 를 정하고 이 점에 수 을 대응시킨다. 그리고 점 의 좌우에 일정한 간격으로 점을 찍
어 점 의 오른쪽에 있는 점에는 차례로 양의 정수       ⋯를 대응시키고, 왼쪽에 있는 점에는 차례로 음
의 정수       ⋯을 대응시키면 모든 정수를 직선에 나타낼 수 있다. 이와 같이 수를 대응시켜 만든 직선
을 수직선이라고 한다. 이때 기준이 되는 점 를 수직선의 원점이라고 한다.
동아출판
(우정호 외)
직선 위에 기준이 되는 점 를 정하여 그 점에 수 을 대응시키고, 점 의 좌우에 같은 간격으로 점을 잡아서 오
른쪽 점에 차례로      ⋯을 대응시키고, 왼쪽의 점에 차례로       ⋯을 대응시킬 수 있다. 이와
같이 수를 대응시켜서 만든 직선을 수직선이라고 한다. 이때 기준이 되는 점 를 원점이라고 한다.
두배의느낌
(신준국 외)
직선 위에 기준이 되는 점 를 정하여 그 점에 을 대응시키고, 점 의 좌우에 같은 간격으로 점을 찍는다. 점
의 오른쪽의 점에 차례로 수      ⋯을 대응시키고, 왼쪽의 점에 차례로 수       ⋯을 대응시
키면 직선 위에 모든 정수를 나타낼 수 있다. 이와 같이 수를 대응시켜서 만든 직선을 수직선이라고 한다. 이때 기




직선 위의 한 점을 기준점으로 정하고 그 점에 수 을 대응시킨다. 이 점을 원점이라고 한다. 원점의 오른쪽에 한
점을 정하고 그 두 점 사이의 거리를 로 정한다. 원점의 좌우에 원점으로부터의 거리가    ⋯이 되는 점을 각
각 정한 후, 원점으로부터 오른쪽의 점들에 차례로       ⋯을, 왼쪽의 점들에 차례로 음의 정수
      ⋯을 대응시킨다. 이와 같은 직선을 수직선이라고 한다.
비상교육
(김원경 외)
직선 위에 기준이 되는 점 를 잡아 그 점에 수 을 대응시키고, 점 의 좌우에 일정한 간격으로 점을 잡아 오른




직선 위에 을 나타내는 점을 정한 후, 그 점의 오른쪽에 양수를, 왼쪽에 음수를 나타낸 것을 수직선이라고 한다.
다음 그림과 같이 수직선 위에 을 나타내는 점을 기준으로 오른쪽과 왼쪽에 일정한 간격으로 점을 찍은 후, 양의




직선에서 기준이 되는 점 를 잡아 수 을 대응시키고, 점 에서 좌우로 같은 간격으로 점을 잡는다. 그리고 점
로부터 오른쪽의 점들을 차례로      ⋯과 대응시키고, 왼쪽의 점들을 차례로       ⋯과 대응시
키면 직선 위에 정수를 모두 나타낼 수 있다. 이와 같은 방법으로 수를 대응시켜서 만든 직선을 수직선이라고 한다.
천재교육
(김서령 외)
직선 위에 기준이 되는 점 를 수 으로 나타내고 점 의 좌우에 일정한 간격으로 점을 찍는다. 점 를 기준으
로 오른쪽에 있는 점들에 양의 정수      ⋯을 대응시키고, 왼쪽에 있는 점들에 음의 정수
      ⋯을 대응시켜서 만든 직선을 수직선이라고 한다. 이때 기준이 되는 점 를 원점이라고 한다.
천재교육
(류희찬 외)
① 한 직선 위에 기준이 되는 점 를 정하고, 점 에 정수 을 대응시킨다.
② 기준점의 오른쪽과 왼쪽에 일정한 간격으로 점을 찍는다.
③ 기준점에서 오른쪽으로 첫 번째, 두 번째, 세 번째, ⋯인 점에 각각 양의 정수      ⋯을 대응시킨다.
④ 기준점에서 오른쪽으로 첫 번째, 두 번째, 세 번째, ⋯인 점에 각각 양의 정수       ⋯을 대응시킨다.
위와 같은 방법으로 만든 직선을 수직선이라고 한다.
천재교육
(이준열 외)
직선 위에 기준점을 정하고 그 점에 수 을 대응시킨다. 기준점에서 오른쪽으로 거리가    ⋯만큼 떨어져 있는
점에 차례대로      ⋯을 대응시키고 왼쪽으로 거리가    ⋯ 만큼 떨어져 있는 점에 차례대로
      ⋯을 대응시킨다. 이러한 직선을 수직선이라고 한다.
천재교육
(조도연 외)
직선 위에 기준이 되는 점 를 정하여 그 점에 수 을 대응시키고, 점 의 좌우에 같은 간격으로 점을 잡아서 오
른쪽의 점에 차례로      ⋯을 대응시키고, 왼쪽의 점에 차례로       ⋯을 대응시킬 수 있다. 이
와 같이 수를 대응시켜서 만든 직선을 수직선이라고 한다. 이때 기준이 되는 점 를 원점이라고 한다.
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<부록B> ‘수직선 정의 탐구’ 평가 문항지
 정리하기
1. 이번 수업을 통해 새롭게 알게 된 사실은 무엇이 있나요?
                                                                    
                                                                    
                                                                    
                                                                    
2. 수학적 정의를 탐구하면서 얻을 수 있는 효과는 무엇이 있을까요?
                                                                    
                                                                    
                                                                    
                                                                    
3. 새롭게 탐구할 수 있는 수학적 정의는 무엇이 있을까요? 어떻게 탐구
할 수 있을까요?
                                                                    
                                                                    
                                                                    
                                                                    
* 수직선 탐구
① 내가 생각하는 수직선의 정의 
:                                                                   
② 내가 생각하는 수직선의 이미지
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★ 교과서 속 수학
 ① 교과서 수직선 정의
위에 기준점을 정하고 그 점에 수 을 대응시킨다. 기준점에서 오른
쪽으로 거리가    ……만큼 떨어져 있는 점에 차례대로     
 ……을 대응시키고 왼쪽으로 거리가    ……만큼 떨어져 있
는 점에 차례대로       ……을 대응시킨다. 이러한 직선을 수
직선이라고 한다. 
 ② 교과서 수직선 이미지
 ③ 내가 생각한 수직선 정의/이미지와 어떤 공통점이 있나요? 또 어떤 
차이점이 있나요?
공통점 차이점
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This study aims to find the meaning of the number line based on
the historico-genetic principle and suggest its teaching method.
Historically, the ancients tried to shift the quantity of the number to
the length of the line. However, it took so long time to accept the
mapping idea which is not related with the ‘quantity’ of the number.
In history of mathematics, it is not natural that one regarded the
number line as the mathematical object and defined the ‘number line’.
Like history of mathematics, in school mathematics the use of the
number line takes prece-dence over its definition. This study
analyzed the 14 kinds of textbooks focused on the definition and
application of the number line. As a result, school mathematics
emphasizes the use of the number line and treats the number line as
a tool of problem solving. Although the number line is meaningful
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that it connects algebra and geometry, many teachers and students
may overlook its meaning and its importance.
Based on the historico-genetic principle, this study has paid
attention to suggest an effective teaching method of the meaning of
the number line. The research proceeded in the following order ;
defining the number line by oneself, comparing the definition with
others, considering ‘What if the figure of number line is not a
straight line?’, reviewing strength and weakness of current number
line and taking a lesson associated with the history of the number
line. It provided that students indirectly experienced the most suitable
figure which represents the properties of the real number was the
straight line. Also, students could become aware of the mathematical
value of the number line. Indeed, they did learn the ‘defining’ and
consider the given context in relation to the figure of the number
line. Since the number line intuitively presents the properties of the
real number, such research are meaningful.
Key Words : The number line, the number line model, negative
number, historico-genetic principle
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